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28,3 (1978), 177-202

COMMUTATEURS DTNTÉGRALES SINGULIÈRES
ET OPÉRATEURS MULTILINÉAIRES

par R. COIFMAN et Y. MEYER

Introduction.

Soient V une variété C°°, compacte, de dimension k et a G N
un entier. Rappelons qu'une dérivation de classe (oa est un opérateur
D : C°°(V) —> (^(V) qui, pour tout choix de coordonnées locales,

k a
s'écrit ^ df(x) —— où ^ G (oûî .

i ôx/
On sait que l'algèbre K° des opérateurs pseudo-différentiels clas-

siques d'ordre 0 est caractérisée par des propriétés de commutation
avec les dérivations de classe <0 0 0 . Si T : e°°(V)—> (3°\V) est un
opérateur linéaire et D : e°°(V) —> (^(V) une dérivation, on pose
To = T et T^i = [ T ^ , D ] , ^ E N . Alors TGJ? 0 si et seulement
si, pour toute dérivation D, tous les commutateurs T^ (n E N) se
prolongent en des opérateurs bornés de L2 (V) dans lui-même.

L'objet de ce travail est d'améliorer ces résultats. Il est d'abord
prouvé que pour toute dérivation D de classe <01 (ou plus géné-
ralement dont les coefficients appartiennent à l'espace de Lipschitz
AI ) et tout opérateur T E K° , [T , D] est borné sur L2 (V) . Il
revient au même d'étudier le commutateur [S , A] entre un o.^.d.
classique d'ordre 1 , S , et la multiplication par une fonction
A G Ai(V) ; [S , A] est borné sur L^V) et la condition A G Ai(V)
est évidemment nécessaire pour obtenir un tel résultat.

Plus généralement soient n > 1 un entier, A G A^ (V) une
fonction, A : e°°(V) —> Ai (V) l'opérateur de multiplication par A
et T un o.V/.d. classique d'ordre n. On pose successivement Tç = T
et T^i = [T,.,A]. Alors T^ est borné sur L2^).
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Les problèmes sont locaux et tout se ramène à prouver les résultats
correspondants sur R^.

La démonstration se fait en deux étapes.

Dans un premier temps, on introduit n fonctions A,, . . . , A^
appartenant à <3l . On appelle encore A^ les opérateurs qui consistent
à multiplier les fonctions Ay et l'on pose Ty.̂  = [Ty , A^ ] si
0 < / < n — 1 et TQ = T . On prouve que

in.(/)ii, <c IIVAJI^ ... IIVAJI^ 1 1 / 1 1 , (i)
quand l < p ^ < + o o , . . . , l < ^ < + o o , l < < 7 < + o o , l < r < + °°

et — = — + . . . + — + — ; VA est le gradient de A G Q1 (R^).
r Pi Pn Q
L'inégalité (1) résulte de l'étude de la transformée de Fourier de

T^(/), regardée comme une expression multilinéaire en A,, . . . , A^ et
/. On développe, à cet effet, un calcul multilinéaire sur les o.^.d. clas-
siques et l'on a besoin, en outre, de l'interpolation complexe (th. 1
et 2).

Il faut ensuite passer au cas où pi = ... = p^ = + °° et
q = r G ]1 , 4- oo [. Les techniques utilisées sont complètement diffé-
rentes et s'apparentent aux méthodes de variables réelles introduites par
Calderon et Zygmund et développées par leurs élèves. La transformée
de Fourier est abandonnée et l'on étudie les opérateurs en estimant
leurs noyaux.

Un des exemples les plus simples du théorème 2 est le cas où T est
la dérivée n-ième de la transformée de Hilbert (en dimension 1) : les

[A(x) — A(v)rnoyaux ——————r,— sont bornés sur L^R) pour tout ^ G N et
(x — yY

tout A G Ai(R) . Cet exemple résulte aussi du récent théorème de
Calderon relatif au noyau de Cauchy pour les courbes de classe (01.

1. Enoncé des résultats.

Soient n > 1 et k > 1 deux entiers et a : R^x R"^ —> C
une fonction indéfiniment dérivable telle que
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\/lî E N^ , Va G N^ , 3c(a , j3) , Vx E R^ , VÇ = 0,, .... Çj e R^ ,

ID^ ^a(x,Ç)|<C(a,p)( l + IfD-l^l (i)

Naturellement a = (^ , . . . , c^ ) , a, G N^ et |a| == la, | + ... + |aJ.
Par abus de langage, une telle fonction o G e^R^ x R^) sera appelée
un symbole classique d'ordre 0 et de type (1 ,n) . On associe à o
l'opérateur multilinéaire défini sur les suites ( / , , . . . , / ) de fonctions
f^W) par

[T(/,,...,/,)]0c)=

/ , ̂ 'al+•••+^)a^;fl-..^.)/l(Sl).../.a,)^ ...̂ , (2)^^nk

Naturellement x E R^ tout comme {, + + f-1 »yi '

THEOREME 1. - Soient pj G ] 1, + oo[ , i < y < n des nombres
- , 1 1 1

réels tels que — = = — 4 - . . . + — <1. Alors pour tout symbole clas-
P Pi Pn

sique d'ordre 0 vérifiant (1), // existe une constante C {ne dépendant
que des p^ de k , de n et des C(a, fï) telle que

V/^ ^^(R^^.^V^G^R^,

ilT(A,...,/,)||^ ^C||/J|^...||/J|^. (3)

Pour énoncer le théorème 2, considérons un symbole classique
d'ordre n, au sens usuel, r EG^R^ x R^) définissant un opérateur
pseudo-différentiel r{x , D).

THEOREME î.-Soient a^ C^R^),...,^ G^R^) ^ /e§(R^),
Formons, pour tout x E R^,

g(x) = r(x , D) [(a, (x) - a, (.)) . . . (^ (x) - a^ (.)) /(.)] .

Alors pour toute suite ( p ^ , . . . , p^ , p) telle que

l < ^ < + o o , l < p < + o o et - !-==- I-+.. .+- l--^-^-<l
^ P\ Pn P '

Note. §(R^) est l'espace des fonctions de (S^R^) qui, ainsi que toutes leurs
dérivées, ont une décroissance rapide à l'infini ; (OWk)=e^(Rk) est le
sous-espace des fonctions à support compact.
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// existe une constante C (ne dépendant que de k , n , p ^ , . . . , p^ , p
et des constantes C(oi, |3) intervenant dans la définition de r) telle
que, en appelant V l'opérateur gradient,

\\g\\, <C||V^||^ ... IIVaJI^ ||/||̂  (4)

Un cas particulier mérite d'être mentionné.
Soit T un opérateur pseudo-différentiel associé à un symbole

classique d'ordre 0. Soit A G (^(R^) une fonction telle que
Vx G R^ , \fy G R^ , |A(x) - A(^)| < |x - y\ . Par abus de langage,
nous appellerons aussi A l'opérateur de multiplication par la fonction
A. Alors le commutateur TA - AT est un opérateur régularisant
d'ordre 1. Pour le voir on calcule

ô ô 3A
— T(Af) - — AT(/) = T.(AO - AT,(/) - —— T(/).
QXf ôxy ' ' oXj

On a posé T = —— oT ; Ty est un opérateur pseudo-différentiel clas-
ÔXy

ÔA
sique d'ordre 1 auquel on applique le théorème 2, „— < 1 et

dx;
1|T(/)||2 <C ll/ll^ .

Malheureusement le théorème 2 ne découle pas immédiatement
du théorème 1. La méthode est cependant d'écrire la fonction g à
l'aide d'un opérateur multilinéaire dans le style de ceux décrits par le
théorème 1. Cependant le symbole correspondant (même dans le cas le
plus simple k = n = 1) ne vérifie pas les inégalités (1) dans tout
l'espace. On fait alors une partition de l'identité sur l'espace des Ç
pour se ramener au théorème 1 ou à des opérateurs multilinéaires que
l'on étudie par interpolation complexe. La méthode employée oblige à
se restreindre, en un premier temps, au cas py < 4- oo^l </ < n.
Le passage au cas général s'obtient par des méthodes de variables réelles
(c'est-à-dire en retournant aux noyaux). Nous retournerons enfin au
cas où k = 1 et à la transformation de Hilbert en prouvant le

THEOREME 3. — Soient Ay : R —^ C des fonctions telles que
|Ay(;c) — AyCy)| < \x — y\ pour x ^ R , ^ ^ R , l < / < ^ . Alors

[ A , ( x ) - A , ( y ) ] . . . [A,(x)-A,OQ]
le noyau —-———l ^ _ ————————= ï^(x , y ) définit

un opérateur borné sur L2 par
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Tf(x) = lim f K^x, y)f(y) dy. (5)
e ^ 0 v \y-x\>e

Pour être plus précis, pour toute fonction /€: L^R), la limite
écrite ci-dessus existe presque-partout et constitue la définition de Tf.
Déplus |[Tf[|^ < C^ ll/H^ où C^ ne dépend que de n.

Le théorème 3 découle facilement du théorème 2 par un procédé
de régularisation. Le théorème 3 est également une simple conséquence
de résultats récents sur le noyau de Cauchy obtenus par A.P. Calderôn.

2. Preuve du théorème 1.

2.1. On se ramène au cas où o(x , S) == 0 si |Ç| < 1 .
Pour cela on appelle </?o EôE^R"^) une fonction égale à 1 sur

I C I < 1. Posons
Oo(x , S;) = o(x , S) ̂ ) et a, (x , Ç) - o(x , S) (1 - ̂ )) '

On a a = o^ + a, ; a^ (x , ^) = 0 si I C I < 1 et il suffit de vérifier
que OQ conduit à un opérateur multilinéaire borné T^.

Pour cela on retourne au noyau associé au symbole a^Çx , Ç) en
écrivant

ao0c, { )= f K^(x,u) e-^'^'"^^ du, ...du,.
R^

Grâce à la régularité de OQ (x , {), on a

C = f sup |KoOc,^)|û^ < + oo.
R^^ jcef^

L'opérateur TQ associé à OQ n'est autre que

TO (fi. ••-/.) M =

J r.nk ^ (x ~u\) " • fn (x ~ un) ̂  (x ^ u) du\ " • ^nR

etrona ||To (f,, . . . , f,)\\, < C ||/j|̂  . . .11/JI^.

2.2. <9/î ^ ramène au cas où |{.| < 2 |{j si 2 < / < n .
On appelle < ^ i , . . . , ̂  des fonctions appartenant à (^(R^ \{0}),

homogènes de degré 0, telles que 1 =^(S)+ ... +^(^) et que

^•({) ̂  0 entraîne |Ç.| > - sup |̂  |.
2 1^W<M
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Alors a^x , { ) = ( ! - ̂ )) ̂ ({) a(x , {) est un symbole clas-
sique d'ordre 0 et de type (1 ,n).

Par symétrie, on peut se limiter au cas / = 1 et écrire a(x , {) au
lieu de a^ (x , Ç) .

2.3. Une seconde partition de o(x , Ç) .

On appelle e un nombre positif qui sera fixé dans un instant et
0 e ®(R) une fonction égale à 1 sur [2e, 1] et dont le support est
contenu dans [e-, 2]. On pose

^,Ç)=a(^)[l-^(|1)]... [l-^f)]. Le produit

^ ($) = [ 1 - 9 ('̂ 1)] ... [ 1 - Q (^l)j est une fonction homo-

gène de degré 0 et de classe G" dans R^VO} puisque 9 est nulle
au voisinage de 0. Donc ir(^) est un symbole classique d'ordre 0
et w(x , {) est un symbole classique d'ordre 0 et de type (1 , n).

On pourra donc écrire

o(x , ?) = ^(x , S) - S: (- 1)^ n 0(^)a(x , {) ; (6)
j /^J v IC I /

la somme est étendue à toutes les parties J de {2, . . . . n}, non vides,
de cardinal |J|.

Nous allons examiner successivement chacun des termes du second
membre de (6).

Désignons pour commencer par T^, l'opérateur multilinéaire
associé au symbole 0).

Pour avoir o)(x , Ç) ^ 0, il faut que |̂  | < 2e|êl,... . |̂  | < 2e |{|
ce qui, compte tenu de |̂ | < 2 \^ | (2 < /• < n), entraîne

l S y l < 4 w 1$J (2< /< /2 ) .

2.4. Le cas de l'opérateur multilinéaire T^ .
Nous allons rappeler des résultats classiques sur les opérateurs

pseudo-différentiels.

LEMME 1. - Soit q(x , {) E ^(R^ x V\k). Supposons qu'il
existe une constante C telle que

VaGIM^ ,N<fe+3=^|ô^(x,{) |<C(l + ISD-^l (7)
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et qu 'il en soit de même pour |ô^ ^^qÇx ' S)l • Alors l'opérateur pseudo'
différentiel associé au symbole q(x , ^ ) est borné sur Lp pour
I <p < 4- oo.

LEMME 2. —Soient k > 1 un entier, 1 <p < -h oo et C > c > 0
rro^ constantes. Il existe une constante Ci = C^(C,c,k,p) telle que

si, d'une part, my(x),vÇ=. N, sont des fonctions indéfiniment
dérivables sur R^ telles que \my(x)\< 1 et que |VWy(^)| < 1 pour
tout x G R^ (?r ro^r ^ e M ,

^ 5/, d'autre part, fy(x) E ^(R^ ) o/îr fa propriété que
support /,0) C {c2I/ < ICI < C2l/},

ûto^ ||̂  m,(x)f^x)\\p < Ci |l(^ l/,^)!2)172!! .
y>0 \>0

On découpe N en une réunion finie de progressions arithmétiques de
c

raisons r où 2 r — > 2 C . Appelons A l'une de ces r progressions

arithmétiques et posons f(x) = ^ fv(x). On a, grâce au théorème
ceA

de Paley-Littlewood,

Xllp <c? "(S I^MI2)172"^^!!^ V^)!2)172!^ .
l/GA \>0

II suffit, pour prouver le lemme 2, de vérifier que
11^ ^AX)MX)\\^ <C; ||/||̂ . Pour cela appelons V/ EâEXR^) une

»/eA
fonction égale à 1 si c ̂  |{| < C et dont le support soit contenu dans
2-1 c < I C I < 2C. Alors q(x , S) = S m^x) V/(2-1^) est un sym-

I/GA
bole vérifiant les hypothèses du lemme 1 et

S m,(x)f,(x)=q(x,D)f(x) .
y€A

Dans le même ordre d'idées et en conservant les notations du lemme 2,
on prouve le résultat suivant

LEMME 3. - Soient py({) e ^(R^) d^ fonctions telles que
I^P^S) 1 < 2-'°^ po^r 0 < |a| < n + 3. Définissons g^ E^R")
P^ g,(S) =p,a)/,(S). ^/or. llfc ^l'y^lKC;!^ I/J2)1^!!? .

\^o • \>o
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Retournons à T^ .
Appelons F le cône défini par |^| < 4 n 6 [ ^ i | , 2 </ < n , et

1^ | > 77 > 0. Cette dernière condition provient de la première parti-
tion utilisée (à l'aide de <^o)- ^n utilisant encore une fois le raison-
nement fait en 2.1, on peut se ramener au cas où T? == 1 ce que nous
ferons.

Nous allons recouvrir F par des "cylindres" dyadiques très plats
R^ , v > 0, que nous allons maintenant décrire.

Si v > 0 , R,, est défini par

2 y < | ^ | < 2 . 2 l / et 1^.1 < 16 ̂ fne 2^ ,2 < / < ^ .

Enfin R? est le cylindre "élargi" défini par 21"-1 < |^ | < 2^2
et I Ç . I <32v^62y .

Nous allons maintenant décomposer, de façon naturelle, a? en
^ c^y où supp cjy C Rf (en ce qui concerne la variable $). Pour
v>o i
cela on appelle V/i G ©(R^) une fonction portée par — < |^ | < 4

et telle que ^ i//,(2-^i) = 1 si |^|> 1 . On appelle .̂0,) ,
y^o

2 </ </ î , des fonctions G 0(1^), égales à 1 sur |Çy| < lô^/Tze et à
0 hors de |^.| < 32v^îe.

On a alors, puisque le support de cu(x , Ç) est contenu dans F
et que ^ ^ l ( 2 - v ^ ) ^ ( 2 - y Î 2 ) • . • ^ ( 2 - v ^ ) = = l sur F,

i/>o

uCx^)- S <^Gc,f)
V^O

où o;,(x,ê) = ^,S) ^1(2-^1) ^2(2-^2) • • • ^(2-^,) et
Supp a;,(^ , Ç) C R^.
Si l'on pose, quand x G R^ et ^ G R"^,

F,,(;c ,0 = c^(;c,21^),

il est immédiat de vérifier que toutes les dérivées de Fy(x , t) prises par
rapport à x et r sont uniformément bornées par rapport à v > 0.
Cela tient à l'homogénéité des conditions (1). Par ailleurs le support de
Fy(x , t) est contenu dans R^. En considérant FyQc, t) comme un
symbole, il est naturel de retourner au noyau correspondant défini par

F ,0c , / )= f e-^ K,0c, u) du .
'R^
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Les noyaux Ky(x , u) et leurs dérivées par rapport à x , considérés
comme des fonctions de u ^ R^ indexées par v et x, forment une
partie bornée de S(R^). C'est-à-dire que pour tout entier N > 1,
tout a E N^ et tout j3 G N^, on a

|Dj^ 32 K,0c , ̂ )| < C^N (1 + 1^1^ •

Soit 0^ Œû^R^) une fonction égale à 1 quand - < l^ i 1 < 4 et

dont le support soit contenu dans la couronne . < ISi | < 5. Défi-

nissons la fonction \,uf\ ^(P^) par sa transformée de Fourier

(\^f,m,)=6,(2-v^)e-i2~viilMïf,(^).

De même les fonctions Sy ^/y G ^(R^) , 2 <; < n, sont définies par

(S.,. fW = ^(2-^;) e-^^f^

Avec ces notations on a

T^C/i,...,/,,)Oc)=/ [^ g(^,^,^)K,(x,^)] ^ (8)
R^ •-^o

où ^,^ , x ) = (A^/i)(S^/2) ... (S^/,,).

Le spectre de ^v uf\ par rapport à x, est contenu dans

-^^SiKS^ ; celui de ^ ,M,x ) dans }^\ Ol^/nef.
j

On choisit e de sorte que, par exemple, 32^/n(n — l )e = —.6

21'
Alors le spectre de g(v , u , x ) est contenu dans — < ISi 1 < 6.2V.6

Pour tout u fixé, on peut appliquer le lemme 2 pour calculer la
norme tP de V g(y , u , x ) Ky(x , î^). Il vient

v>o
||̂  ^,^^)K,(x^)||^^ ^C^IKSI^,^^)!2)1/2!^ ;
v>0

C(u) ayant une décroissance rapide en u grâce aux propriétés des
noyaux Ky(x , u). Or
(2|^,^x)|2)1/2 <sup |S,,/, |... sup |S,,/J/^ IA,,/J2)1/2

v>0 ï V>Q î \^o '
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d'où

IKSI^^.^IWl^lIsup |S,,/,||L ...
V>Q ' -

lIsupIS^/JII^II^IA^/il2)1/2^.
"''•o \>o /

Grâce au lemme 3, |l(̂  |A^/i l2)172!!?, < C,(y) ||/j|, et C, (u)
\^o /

a une croissance lente en u E R^.

De même ||̂  |S .̂| ||̂ ^ < c,^) \\f^ et C,(^) a une

croissance lente.

Donc l'intégrale (8) définissant T^ ( f^ , . . . , /J est une intégrale
de Bochner et l'on a

IIT^(fi , . . . , /JI |^ <C(^,...,^)||/J|^ ...||/J|^.

2.5. Z^ autres termes de la somme (6).

Posons Oj(x , {) = n ^(—)o(x , {). Par raison de symétrie on
/€=J ^1 /

peut supposer que 2 E J. Nous poserons r(x^) = H 0^) a(x ?)
( /e j V|S|/
( />3

Naturellement r(x , Ç) vérifie (1) et Oj(x , {) == 6 f ' ^ ) r ( x , {). On a

maintenant, en considérant toujours les supports en { G R^,

Supp a, (x , {) C {ç |$| < |̂  | ; |{,| < 2 |{j pour 2 < j < n}

C { € | ^ | < 1 ^ 1 < 2 ISJ ; l ^ j < 2 |$J,..., l ê j<2 |{ j} .

On appelle F ce cône ; il est contenu dans la réunion des cylindres

R^ définis, pour v>0, par ~ TV < |{j < 5.2^•^ 2^ < |̂  |< 10.2l/ et

I ^KIO^ , . . . , I^KIO^.

On définit les cylindres élargis R^ en divisant par deux les
bornes inférieures et en multipliant par deux les bornes supérieures.
En reprenant la méthode précédente et en utilisant une partition
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dyadique adaptée au recouvrement de F par les cylindres Ry, on
est alors conduit à majorer la norme If d'une somme du type
^ g(y , u , x ) K y ( u , x ) où, cette fois,
v>0

g(v ,u , x) = (A^ /i ) (à^ /, )(S,^ /3 ) ... (S^/J.
On utilise une majoration triviale de la forme

\^g(v,u,x)^(u,x)\<C(u)^ \g(v,u,x)\<
v>0 v>0

<WS |A^/J2)l/2(^(A^/,|2)l/2 sup |S^/3| ...supIS^/J
\>o \>o V>0 V>0

et l'on termine comme ci-dessus en tenant compte de la décroissance
rapide de C(u).

Ceci termine la preuve du théorème 1.

3. Preuve du théorème 2. Un lemm^ d'nUerpolation complexe.

DEFINITION 1. — Soient n > 1 un entier et ou : R^2)^ —> C
une fonction mesurable localement bornée ayant une croissance poly-
nomiale à l'infini.

On écrira eu G M^ si l'opérateur multilinéaire T^ associé à a;
par
\^,...,a,,f)(x)= [ e^x•(al+-+a"+ï)^^;al,-,"„,S)

*'n(n+i)t

ûi(ai),.. aja,)/a)dai ...d^ rfç
vérifie la propriété suivante :

Vpi €]l,+°°[,...,Vp,, e]l, +00 [ ,Vpe] l ,+«[ (9)

1 1 1 1
tels que — =—+ . . . + — + — € ] 0 , 1 [ , il existe une constante

Q Pi Pn P
C = C(pi, . . . , p n ,P) telle que

HT., (ai,..., a,, /)||, < C 1) Vai ||̂  ... Il Va^ |̂  ||/||p .

On a utilisé les conventions suivantes : a G R^, cfa. est la mesure de
Lebesgue sur R*, ^ € R^, dÇ est la mesure de Lebesgue sur Rfc et
x € R^. Les normes L^.L^, L9 écrites sont, plus précisément du
type ïf^) etc.
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Le théorème 2 sera prouvé dans le cas 1 < pj < 4- oo, 1 < / < n
si nous montrons que pour tout symbole classique
a(x , Ç) ^ S" (R^ x R^) , on a, si A^/0) =/O + a)-/(Ç),

ù^(x.S,ai , . . . ,aJ == A^ o .. . o A^ o ( x , ? ) G M ^ . (10)

La démonstration s'obtient par récurrence sur n. On définit 0:0 par
^o^ » S) = ̂  ' S) et l'on appelle H^ l'assertion ^ G M^.

Alors HQ est vérifiée. Il n'y a pas de fonctions ûy et l'on
sait qu'un symbole classique d'ordre 0 est borné sur tous les
L^R^), 1 < p < + o o .

On se propose de montrer que îî^-i =^ H^ quand n> 1.
Avant d'entrer dans les détails nous allons indiquer des conséquences
de ï^n-\ que l'on obtient par interpolation complexe.

LEMME 4. -Si H^_i est satisfaite et si r(x , {) E S"-1 (R^ x R^),
ûto/*5 /w^r tout i == 1 , 2 , . . . , ^ ^ tout j = 1, 2 , . . . , ^ ,

a,̂  0 - " 0 A^ TOc^eM,,. (11)

Naturellement c^j est la j-ième coordonnée de a, E R^. Par symétrie,
nous pouvons nous restreindre au cas où / = / = 1. Posons

PU , a^, . . . , a,, , Ç) = A^ o . . . o A^ T(X , Ç)
et désignons par T(û?2 , . . . , a^ , /) l'opérateur multilinéaire corres-
pondant. Nous savons, par tî^-i ' Q116

||T(^,..., ̂  ,/)||̂  < C |fV^ 11^ ... [IVû, ||̂  ||/||̂  .

Alors

/^). ̂ (al+-+a"+o ̂  [A^ o ... o A^ r(. . Ç)l a. (a,) ...

• . • A, ("n ) AS) ̂  </$ = ̂ ^) = ^1 (^) + ^2 (X)

où^<x)=-/^o.elx• (al+-+a"+oau^^)

ÏÏx ,02,..., <x^ , {) a, (a;)... a,, (c^)/($)dai da^ ...doi^dï.

l 9 \= <(.— a^ (^) T(û2 ,..., a,, , /) (^)

Note. A^ est dans toute la suite l'opérateur de différence défini par
(\f)(Ï) = /O + a) -/O), ç e R» , a e R" .
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etoùg^(x)= f e^^-^^^x,^,...,^,^^)
R^4'^) ̂

û2 ("2) • • • ̂  ("„)("!.i ai ("i )/({)) rfarfS

———T(.,,...,«.,^/).

Dès lors, il est clair que g^ G L^ et ^ E L'7 avec les inégalités
désirées sur les normes.

LEMME 5 . - S i m^) . . . , mjaj ^ w({) sont des multipli-
cateurs bornés de gïL^R^) po^r roM^ p E ] 1, 4- oo [ ^ ^few a; E M
implique m\ (o^), . . m^ (aj mO) a;(x , ̂  , . . . , a^ , Ç) G M^.

La preuve est très simple et laissée au lecteur.

LEMME 6. - Si H^ est satisfaite, si r(x , {) E S"-1 (R^ x R^)
^r ^ symbole classique d'ordre n — 1 é?r '̂ fe^ nombres réels
^ e [0 , 1] , 1 </ < M, vérifient ^ + . . . + ^ = 1, ûtor^, po^ ro^r
cAoù: ûf^ mAc^ / i , . . . , 7^ G { 1 , 2, . . . , n} ,

^Ul l'1 • • • ^nJn fn ̂ l ° • • • ° A^ r(x , {) G M, . ( 12 )

On appelle F l'ensemble de toutes les suites ju = (^ , ..., ^ )
e [0 , 1]" telles que r, + ... + ̂  = 1 et pour lesquelles (12) est
vérifiée. Nous allons montrer que F est convexe. Par les lemmes 4
et 5 on sait que F contient toutes les suites élémentaires (celles où
tous les tf valent 0 à l'exception d'un seul qui vaut 1). Le lemme 6
sera alors démontré.

Supposons donc que (s,, . . . , ̂  ) G F, (^ , . . . , ^ ) e r et
montrons que si 0 < r < 1, (ts^ + (1 - t) ̂  , . . . ,r^ +(l-r)^)er .

Pour cela on appelle z un nombre complexe tel que RezG [0 ,1 ]
et l'on définit, si a = (04 , . . . , aj E R^

a? (Y a ?) = la i^i-^O-^i i ,^-KI-^a^ ̂  , " , ç) l"î  1 . . . \0l-n,jn '

A^ 0 . . . 0 A^ r ( x , { ) . (13)
On a \^,(x , a , ?) | < sup(|^(jc , a , {)) , |c^ (^ ,^ , f)|). A

l'aide de c^ on définit, pour tout choix de

a, eî^),...,^ e^R^/ecW) et ^ES(R f c),
I(z) = 4-). ̂ xa+al+"•+a") ̂  (̂  a - î)^^ ̂  (^ ) ...

• • • ^ (^)/a)rfarfÇ^ . (14)
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Le théorème de convergence dominée de Lebesgue s'applique
sans difficulté pour montrer que I(z) est continue dans la bande
0 < Rez < 1 et analytique à l'intérieur.

Si Rez = 0, c'est-à-dire z = iy, on peut remarquer que
|û^ ̂  F , . . . , 1^/^F sont des multiplicateurs de ^L^R^) pour tout
p € ] 1 , + oo [ ; la norme de ces multiplicateurs peut, pour tout p
fixé, être majorée par Cp(l 4- \y\). Si N = n + 1, on a donc, pour
Rez = 0, grâce aux lemmes 4 et 5,

Kl+z)^^)^^,,...,^,?)^^^ ...IIVûJ^ H/ll̂  \\g\\^ (15)

en appelant q1 l'exposant conjugué de q (défini par — = — -+-
1 1 , ^ q p,

+ — + — ) . On a une inégalité analogue à (15) si R e z = 1.
Pn P/

II suffit maintenant d'appliquer le principe du maximum à
(1 4- z)~^ I(z) pour conclure que (15) est vraie pour 0 < Rez < 1.
On se restreint alors à z E [0 , 1 ] et le lemme 6 est démontré.

4. La preuve du théorème 2.

4.1. Plan de la démonstration.

Une partition de l'identité dans l'espace R<71"1'1^ des suites
({ , c^ , . . . , o^ ) permettra de décomposer G}^ (x , ç , a ^ , . . . , a^ )
(défini par (10)) en une somme finie de morceaux. Pour ces morceaux
il n'y aura que deux possibilités :

(a) celui pour lequel |{ | est beaucoup plus grand que |a| con-
duira à un symbole classique d'ordre 0 définissant un opérateur multi-

niléaire sur (-—l— , .... -—"-,/). L'estimation découlera alors du
^i./i <^ /

théorème 1.
(b) les morceaux pour lesquels |{ | < C(|û^ | + ... + |o^ |) néces-

siteront une analyse subtile utilisant le lemme 6. Pour des raisons
techniques nous procéderons à une première partition de l'unité dans
chaque espace R^ pour choisir la plus grande des coordonnées des vec-
teurs Oj ou $ correspondants. Ensuite nous appliquerons le pro-
gramme décrit ci-dessus.
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4.2. Une première partition.

On appelle (^^©(R^) une fonction fixée, égale à 1 sur
|?| < n -h 1. On écrit

^ ,Ç) = OoOc,{) 4- a,(x ,Ç) où Oo(x ,Ç) == o(x ,Ç) ^0) .
Nous nous proposons de montrer que l'on peut se restreindre à sup-
poser que a(x , Ç) = o^ (x , $). Posons, en effet,

^oC^S^i , . . . ,^) = A^ o . . . o A^ Oo(x,S)

et montrons que m^ € M^.
En retournant au noyau associé au symbole OQ^X ,Ç), -on a

c^o(JC^)== ^ K.(x ,u) e ' ^ ' ^ du . Grâce à la régularité de a^x ,$),
*/R^

il vient que sup |K(x ,M)| a une décroissance rapide à l'infini. L'opé-
xeR^

rateur multilinéaire Mo associé à m^ s'écrit maintenant

Mo(fli, ... ,̂  ,/) (x) = (27^)<'I+1^ ̂  ̂  A^ -u) (a, (x - u) - a, (x))...
R

... (a^(x —u) —a^(x))K(x,u)du .

Les inégalités évidentes \\a^x —u)— ̂ ^^Pf^^ < 1^ 1 ̂ ^^Pn^x)
entraînent le résultat cherché.

Posons m^ (x , { , ̂  , . . . , o^ ) = A^ o . . . o A^ a^(x ,Ç).
On a évidemment ^ == 0 dès que |{ | < 1 , |aJ < 1, . . . , |o^ | < 1.

4.3. Une seconde partition (choix de la coordonnée dominante).

Choisissons des fonctions ^ , . . . , ̂  G <000 (R^ \ {0}) telles que

chaque </?, soit homogène de degré 0 (16)

1 =^ + ... +^ sur R^\{0} (17)

^0) ̂  0 ==^ |{, | > ^- sup (|^ |, .... |^,'). (18)

On écrit alors o(x , Ç) = ̂  (^) a(x , S) + . . . + ^ (S) cr(^ , S).
Puisque o(x , £) = 0 sur |{ | < n 4- 1, on a

^)0(X^)= ^.T;(JC,f)

où ïy E S""1 (R^ x R ^ ) . On peut évidemment se restreindre au cas
d'un seul terme. On a alors, pour tout r G S""1 (R^ x R^) , le résultat
suivant.
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LEMME 7. — Si îin-i est vérifiée, alors
A^o.. .oA^({ ; , r (x,Ç))

- ?, A^ o ... o A^ r(x , Ç) E M, (1 < / < ^).

Il suffit évidemment de supposer j = 1. On a
Âa, (Si ̂  . S)) = ̂ i ̂  ̂  + ̂ ) + Si A^ T^ ̂ ) .

OrA^o...oA^(o^ r(x ,S+^))=a^A^^o. . .oA^_^T(x,S+aJ .
qui appartient à M^ (comme on le voit en reprenant la démonstration
du lemme 4). On est réduit à considérer A o. . .0 A^ _ (^ A^ r(^, ̂ ))
et l'on répète l'argument jusqu'à ce que l'on obtienne

^ A ^ o . . . o A ^ r ( x , B

// suffit donc de prouver que pour tout rES"-1 (R^ x R^) et tout
j= 1 , . . . , ^ , S / A ^ ^ .^A^ r ( x , S ) E M ^ .

r f c - | r f c i r ^ 1
On a 1 = S>,0:) S^(^i) ... S^n) =

L i J L i J L i J
2^(S)^(^) ...^(aj.

Il nous suffira de démontrer que chaque terme
^(S)^(^) ... ̂  (^) S,A^ o . . . oA^ T(X , S) E M, .

Par symétrie, on peut se restreindre au cas où 7*0 = j\ = ... = /„ = 1
et étudier, pour r G S"-1 (R^ x R ^ ) ,

7r (x ,ê ,c0= S,^a)^(ai)...^i(^)A^ o . . .oA^ r O c , Ç ) . (19)

Nous allons prouver que 7r(x , S , a) G M^ .
Pour aller plus loin, il nous faut partout remplacer les vecteurs par

des scalaires. En particulier, les différences vectorielles A^. vont être
(dans certains cas) remplacées par des différences où seulement une
coordonnée varie. A cet effet, posons Ïy ̂  = (0, .... 0, Oj^ , 0, . . . , 0) ;
le ûy^ occupant la m-ième position. On pose aussi 3^ = 0 . On a
alors

A^ r(x ,Ç) = ^ A^ ^ r(x , ç 4- a^i 4- ... + â\^).
l<w<fc

Si l'on répète cette identité, il vient
A-! 0•••OA^(^)= S ... S Aîl^o•••OA^,^r(x^+^a));

^—(WI,...,/M^)

5(a) = û î + ... + o?î  _i + ... + 3,, i +... +a«,^_i . (20)ln~

La sommation porte sur s = ( m ^ , . . . , m^ ) G 1 = { 1 , . . . , k}". On a
donc
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7 r 0 c , ç , a ) = ^ 7r , (x ,Ç ,a ) (21)"^
îG!

où TT, (x,^,a) = ̂  (Ç) ... <^ (a,, ) A^ ̂  o ... o A^ ̂  r(x ,Ç + s(a))
et î(a) =a^ + ... +o?i^_i + ... +û^i +... +Q^_^.

4.4. Za dernière partition de l'identité.

Elle a pour but de comparer les tailles relatives de 1 ^ 1 et |a |. On
appelle À G CD(R) une fonction valant 1 sur [ — 1 0 k n , 1 0 k n ] et l'on
définit

Î 2 ( x , ê , a ) = fl-X^)] . . . [l-^-^l 7 r ( ^ , Ç , a ) . (22)
L ^i./J L ^.i7]

Cette définition est rendue possible grâce au choix des coordonnées
dominantes de Ç et Oy .

Nous allons d'abord montrer que Î 2 G M ^ . Ensuite nous exa-
minerons le cas des termes du membre de droite de (22) ; ir(x ,Ç,a)
étant excepté, tous les autres appartiennent à M^. Il en résultera que
TT(X , ^ , û 0 G M^ .

4.5. La preuve de Sï(x , { ,a) E M^.

La décomposition (21 ) de TrÇx , Ç , a) nous amène à poser

î2,(x,Ç,a)=Ç, f l -î^^1-)] . . .

[L - ̂ o^)] ̂  ° • • • ° A^.., T^ ̂  + ^W) •

On a alors

"(^,a)=I î2^,Ç,a). (23)
jel

On aura î 2 ( x , Ç , a ) G M ^ dès que l'on aura prouvé le résultat
suivant.

PROPOSITION 1. - Pour toute suite s = (m^ ..., m ) G I,
ns(x^^)

-.——-—————-—— est un symbole classique d'ordre 0 par
— l , w i "2,^2 • • ' ^ n . m f t

rapport aux variables x E R^ , Ç e R^ ffr a G R"^.



194 R. COIFMAN et Y. MEYER

Cela signifie que les inégalités (1) sont satisfaites par ce symbole.
En particulier le théorème 1 s'applique et Sîy(x ,S,a) E M^. Pour
démontrer la proposition 1, on appelle A C R^ x R^ le cône fermé

défini par \^ \ > 10 kn |o^ | , |0y i | > — |û^J et

lêil>:|-IU 1 < C < f c , l<f<n .

Alors A \ {0} est contenu dans le cône ouvert A défini par

|Çj > — |Ç| et |^ | > 4n |ûy|, 1 </ < n. Il existe donc une fonc-

tion @i (^, a) G ^(R^^VO}) qui est homogène de degré 0 et telle
que

0i = 1 sur A\{0}, support @i C A U {0} . (24)

En particulier 0^ = 1 sur le support de SîyÇx , Ç ,a). Il n'y a pas à se
préoccuper de ce qui se passe près de l'origine car Sî,(x , Ç , a) = 0 si
I C I < 1 et |ûy| < 1 (1 </ < n), tout comme 7r(x , Ç , a). En particu-
lier si l'on appelle Q^(^) une fonction indéfiniment dérivable, nulle
au voisinage de 0 et égale à 1 quand |Çj > 1, on aura aussi,
^ 2 ( S i ) = 1 sur ^ support de Sî,(x , ^ , a). Posons Q =0^0^ et
remarquons que 0 = 1 sur le support de Sîy(x ,Ç,a). On peut donc

écrire Î2,(x ,^,a) = ̂ +1 S2,(x,S,a) =00,a) fl -^(^l-)1 • • •

00,a) fl-xf-^1-)] S,0(S,cOA. o . . . o A , r (^ ,S+,(a)) .
1 \a^ /J ' l 'wl ^^M

Remarquons tout d'abord que chaque produit 0(^ ,a) 1 — xf—1-)L ^'J
est un symbole classique. On a en effet 1 —X(jc) = JLU—),^ G R ,^iECD(R) ;

/ ^y i\pour toute fonction ^ E(D(R), 0(Ç,a) ^(——) est un symbole clas-
Y Si /

sique car c'est une fonction indéfiniment dérivable sur tout l'espace
R(»i+i) fc qy^ çg^ ^ç plus, homogène de degré 0 en dehors d'une boule
de centre 0.

Il reste à examiner le terme
ç,0(S,a)A^o...oA^T(x,S+.(oO).

On se sert, à cet effet, de la remarque suivante
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LEMME 8. - Pour toute fonction /G (^(R^), on a

^ ° • • • ° A^ AS) = o^ ... a,^ f.../——-...
0 < f y < l ^Wi

• • • g.- AS + t, a,^ + .. . + ^a,^) ̂  ... dt, . (25)
"Çm^

La vérification de (25) est immédiate et laissée au lecteur. Il suffit
3"r

maintenant d'observer que si r G S""1 , ———————— G S~1 et que
^mi • • • 9^

pour tout symbole p = p(x,Ç) G S-1 (R^ x R^), on a, uniformément
par rapport à tj G [0 , 1 ], 1 < / < n ,

0«,oOÇ,p(^+5(a)+^a^ + . . .+ r , ^^ )GS° . (26)

Cette dernière remarque résulte de ce que

I^O^i^ + • • •+^^ .^ K l ^ i l + . . . + 1^1
et de ce que, sur le support de 6 (ç , a), on a donc

IS+.(a)+r,a,^ 4- ...+^,^|>|Ç|-1^>31^1>^
' n 4 4 4 ^

Les coefficients de la matrice de s : R^ —^ R^ valent 0 ou 1 et
les détails de la vérification de (26) ne présentent plus de difficulté.
Nous venons de montrer que Î2(x , Ç ,a) G M^ en utilisant essentiel-
lement le théorème 1.

4.6. La preuve de î[ x(-—1-) 7r(x , Ç , a) G M^ .
7^J û '̂ i

Nous désignons par J une partie non vide de { 1 , . . . , n} et nous
proposons de prouver ce qui est annoncé. Cette fois le théorème 1 n'est
plus utilisé et tout repose sur l'hypothèse de récurrence et le lemme 6
(interpolation complexe).

Supposons que les fonctions À aient été choisies paires. Alors
on a

LEMME 9. - Pour tout e > 0, on peut trouver une fonction
r](u) G S(R) telle que, pour tout t ^ 0 ,
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1^X0)= f °îrr T^)^. (27)/l+Ie •x r^ = / [f^
^-oo

On peut se restreindre à t > 0. On pose alors t = e x , x Ç. R, et
l'on remarque que x —> e € x X^ ) G S(R).

On retourne à la définition (19) de T[(X^,OL) et cette fois, on
n'utilise pas (21). Grâce au lemme 5 tout revient à prouver

j Ç j n xA A^ o . . . o A ^ r ( ^ , Ç ) G M , (28)
/'€J \0y^/

pour tout symbole r(x , Ç) E S"~1 (R^ x R^) .
La réduction se fait en remarquant que

——^(^^(û'i), ...,^(aJ
Ic i 1

sont des multiplicateurs de ^L^R^) et en utilisant le lemme 5.
Désignons par p > 1 le cardinal de J. On écrit

içj n \(^-\ = n |c^i1^ n -^ 1 ̂ (i1-). (29)
/ej ^/ /ej /J /ej ̂  Va^/

En utilisant le lemme 9, on peut développer cette dernière expression
en

^ inx(^- )= <
/ej ,̂,/

,", laM ll/p ^ ̂  ̂  (M/ ^^^ • • • ̂  ^71 • • • d^ • (30)

En utilisant cette identité, (28) résulte immédiatement des lemmes 5
et 6.

5. Preuve du théorème 2 quand pi = . . . = p^ = -h oo.

La démonstration s'obtient par les méthodes de variable réelle
introduites par A. Calderôn et A. Zygmund et développées par leur
Ecole. Ces méthodes reposent sur l'étude de la régularité du noyau
associé à l'opérateur étudié. Cette régularité et une estimation de la
norme de l'opérateur (agissant sur L2 , par exemple) permettent
de déduire que l'opérateur est continu sur ïf , de type faible L1 etc.
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Dans notre cas, l'opérateur est multilinéaire. L'estimation obtenue au
§ 4 sera cependant suffisante pour appliquer les méthodes de variable
réelle et passer au cas p^ = ... = p^ = + oo .

Nous aurons besoin d'une définition et d'une proposition qui
permettent d'élargir un peu le problème.

DEFINITION 2. — Un noyau de Calderàn-Zygmund est une fonction
K(x , y ) , x G R\ y E R^, y + x , à valeurs complexes, continue sur
y ^ x et possédant les quatre propriétés suivantes :

- il existe une constante C telle que \ K(x, y)\ < C \y — x 1"̂  • (31)

- les gradients V^K(x , y ) et ^ y K ( x , y ) , (32)

pris au sens des distributions, sont en fait des fonctions localement
bornées sur y ^= x telles qu'il existe une constante C pour laquelle

IV^KOc^KCI^-xl-^-1 et

\^yK(x,y)\<C\y-x\-k-ï ;

- pour toute fonction f Œ (^(R^ ) (33)

(Tf)(x) = lim f K(x , y ) f ( y ) dy
e^O v \y-x\>ç

existe presque-partout ;

- il existe une constante C pour laquelle (34)

IITf l l^ <C ll/ll^ (fCO)^)).

Si K possède ces quatre propriétés, nous désignerons par ||K|| la
borne inférieure des constantes C figurant dans (31), (32) et (34).

On peut, si on le désire, se ramener à des noyaux
K ( x , y ) ^ ^(R^ x Rk)

grâce au procédé de troncation suivant. On fixe une fonction radiale
(^G5)(R^), égale à 1 au voisinage de 0 et l'on pose, si v> 1,
^ x , y ) = 1 - ^ ( y x - v y ) et K ^ ( x , y ) = ^ ( x , y ) K ( x , y ) . On
appelle T^ l'opérateur associé à K^. Il n'est pas difficile de vérifier
que HKJI < C(<^)||K||. Seule l'inégalité (34) n'est pas triviale et on
l'obtient en remarquant que ^ est la transformée de Fourier d'une
fonction de S (R^) ; ce qui permet d'écrire
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^(x , y ) = 1 - Ç e1^ e-1^ ^(u)du .
"R^

II suffit alors de remarquer que les noyaux K(x , y ) et
e1^'14 e-^ K(x, y ) définissent des opérateurs de L^R^) ayant la
même norme.

En ce qui concerne la façon dont Ky approche K, on a

lim /K,(x , y ) f(y) dy = lim f K(x , y ) f(y) dy (35)
p-^'+oo e ^ o \y-x\>e

au sens suivant : chaque fois que la limite écrite au membre de droite de
(35) existe, celle écrite au membre de gauche existe et lui est égale.

Il est remarquable que l'ensemble des quatre propriétés (31), (32),
(33) et (34) définissant les noyaux de Calderôn-Zygmund soit équi-
valent à un autre groupe que nous allons maintenant définir.

DEFINITION 3. - Soit q G [1, +oo] et f : R^——> C une fonction
appartenant localement à L^R^). Pour tout cube Q C R\ on posev••w=^^wdx)"'•M,

PROPOSITION 2. - Soit K ( x , y ) , x e R^, y G R^, y ^ x , une
fonction vérifiant les propriétés (31), (32) et (33) de la définition des
noyaux de Calderôn-Zygmund et soient 1 < q < r< + o° deux
nombres réels. Alors le noyau K(x , y ) définit un opérateur T borné
sur L2 (Rk) si et seulement si il existe une constante C telle que pour
tout cube Q et toute fonction /Gû^R^) dont le support est contenu
dans Q, on a

M ^ ( T f ; Q ) < C M , ( / ; Q ) . (36)

De plus on a l'inégalité

IITH^î ^C(k,q,r)C (37)

où ||T||̂  e s t l a norme de T : L^R^)—> L^R^), C(fc, q , r) est
une fonction ne dépendant que de k , q et r ; et C est la constante
figurant dans (31 ), (32) et (36).

La démonstration qui suit est due à J.O. Strômberg [7].
Nous ne nous servirons que de l'implication

(31), (32), (33) et (36) =^(34).
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Mais par souci de symétrie nous allons d'abord prouver (36) pour un
noyau de Calderôn-Zygmund K .

Si q<r et si g : R^—>C appartient localement à I/, on a
évidemment M^ (g , Q) < U^(g , Q).

Il en résulte que

M,(Tf;Q)<M,(Tf;Q)<^<^=CM.(/;Q)

puisque T est borné sur U et que / est portée par Q.
Venons en à la preuve de (31), (32), (33) et (36) =» (34).
Appelons Ky(x , y ) les noyaux tronqués associés à

K(x , y ) : K^(x , y ) == ^(x , y ) K(x , y ) = K(x , y ) -
f^ e^ e-1^ K(x,y) ̂ du ; ̂  E S(R^) .

Il est immédiat de vérifier, grâce à cette dernière expression que les
opérateurs T^ associés à K^ vérifient (36) uniformément en v. Si
nous montrons que ||T^ f\\^ <C\\f\\^ où C ne dépend pas de v,
le lemme de Fatou donnera IITflj^ < lim HT^ < Cll/l^. On
peut donc supposer que K(x , y ) est remplacé par K^x , y ) et
désormais nous n'écrirons plus l'indice v.

On a alors, pour tout noyau K(x , y ) G e^R^ x R^) vérifiant
(31) et (32) pour tout cube Q et pour toute fonction /EL 1 (R^),

Vx, ,̂  ,^3 E Q, f \K(x, ,y)- K(x^y) \\f(y)\ dy < C, f*(x^) .
^'Q

(38)

On a désigné par Q le cube de même centre que Q et de côté
double et par /* la fonction maximale de Hardy et Littlewood de /.

Pour montrer l'inégalité classique (38) on majore d'abord
|K(^i , y ) - K(x^ , y ) | par Cd \x^ - ̂ |-"-1 ; d est le côté de Q et
C • ne dépend que de la dimension. Ensuite on continue comme dans
[6] p.29.

Pour démontrer (37), nous allons rappeler la définition de g^(x)
pour une fonction g localement intégrable. On pose

g^(x)= sup i n f — — f \g(t)-c\dt
Q^x { CGC |Q| "QQ^x [ CGC 1 ^ 1 ^Q )

Soit /e®(R^) et g = T(/). Pour montrer (37), il suffit de montrer
que ||̂  H^ < Cil/Il^ car on a, pour toute fonction
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^ELW), ||g||, <C'||^||2
([5] p. 153) par un théorème de Fefferman et Stem. Les hypothèses
faites sur / et K(x , y ) assurent bien que g G L^R^) sans permettre
toutefois une évaluation précise de \\g\\^.

Définissons M^(f)(x) = sup M,(/;Q).
Qax

LEMME 10. - Si le noyau tronqué K(x , y ) vérifie (31), (32) et
(36), pour toute fonction /^©(R^), on a

(Tf)^(x)<CM^(/)(x) (39)

pour tout x G R^ ; C ^ dépend que de q , r , k et des constantes
figurant dans les seconds membres de (31), (32) et (36).

La preuve du lemme 10 est immédiate. Soit XQ G R^, Q 3 jc^ un
cube, Q le cube double et ^ le double de Q. On peut décomposer
/ en f=f^f^ où /^ecxXR^), |/,|< 1/1, support /^ C ^ et
/2 = 0 sur Q. Posons CQ = (Tf^)^)- On a, grâce à (38),

|T(/,)(^)-T(/2)(Xo)l<C/,*(^)<C/*(Xo)

pour tout x E Q. Par ailleurs

^ / TO)^)!^^!^ |T(/,)Oc)|djc<

4"M^(T(/^) ;^)<CM,(^ ;Ç)<CM?(/)(Xo).

Donc

^ / ITW^) - CQ |dx < C/*(^o) + CM,*(/)(^o)<2CM?t(/•)(^).

II suffit maintenant de prendre la borne supérieure sur l'ensemble des
Q^o-

Si r < 2, la preuve est terminée car, grâce au théorème de Hardy
et Littlewood sur la fonction maximale usuelle et à la remarque que
M,*(/)(^) = [(l/n*]1^), on a IIM^COII^ <C(r)||/||, .

Si r > 2, on peut appeler ^ un nombre réel dépassant r et
conclure du lemme 10 que T : L''1 (R^) —> L^R^) est un opérateur
borné. Cela suffit pour appliquer la théorie (classique) de Calderôn-
Zygmund ([6] p. 31) et pour démontrer que T envoie L1 dans
faible- Alors T envoie L2 dans L2 par interpolation.
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II reste à appliquer la proposition 2 au théorème 2 quand
pi = . . . = ? „ = -h oo. Pour définir un opérateur pseudo-différen-
tiel à l'aide d'un noyau il est commode de tronquer le symbole
correspondant.

Soit </? G QXR^) une fonction égale à 1 au voisinage de 0 et soit
<^0) = ̂ -1 S), v > 1. On définit r,(x , {) = r0c, £) ̂ 0) et l'on
appelle Ly(x , y ) le noyau correspondant. Alors pour toute fonction
/eœCR^), (Tf)(x)=/>^ T(X,?)/(S)^ = lim L,0c,j0/0^.t/ p-»--»-^
En particulier si û^ E ©(R^), . . . , ̂  E (©(R^) ,

(T(^ (x) - ̂  (.)) ... (a,(x) - ûj.)) f(.))(x)

= lim f L,(x,y)(a,(x)-a,(y)) ... (a^(x) - a^(y)) f(y) dy .
v^^^k

II suffira d'étudier le cas d'un symbole tronqué puis d^appliquer
le lemme de Fatou pour passer au cas général. Supposons donc
ll^a/IL^ 1 pour 1 <j<n. On vérifie sans peine que, uniformé-
ment en v>\, \Ly(x , y ) | < C\y — x^"" et que

jV^L^x^^KCI^-jcl-^-1, |V^L,(x^)|<C|^-x^fc-"- l

quand Ly est le noyau d'un o.^.d. d'ordre n.

Oublions l'indice v et posons
K(^ , y ) = (a, (x) - a, (y)) ... (a^x) - a^(y)) L(x , y ) .

On a K(x,y)eQW(Rk x R^) et K(x ,y) vérifie, uniformément
en v, (31) et (32).

Il reste à prouver (36). Soit Q un cube de côté d et de centre
XQ. Appelons Q le cube double et \(x) une fonction appartenant
à ©(R^), égale à 1 sur Q, dont le support est contenu dans Q et

C
telle que II Vxllo. < , . Posons Oj(x) == (a^x) — ûy(^o)) x0v). Si

x G Q et y € Q on a évidemment df(x) — c^(y) = a^Çx) — dj(y).
Par ailleurs || yc^lL < llû/x) - a,(x^\\^^\\V\\\^ l lxllJVû,IL<C
si nous supposons l |VûylL< 1. On a donc IIVayllp < CIQI^ . Soit
TQ l'opérateur associé au noyau

(a,(x) - a,(y)) ... (a^(x) - a^(y))L(x , y ) .
Si / est supportée par Q et xEQ, on a clairement T(/)(;c) = Tç (f)(jç)
et les résultats du §4^ionnent si ^ - + — = — , l < p < + o o ,
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(/ nWAc)^ = (/ IT Î̂ )̂  <(/^ |T,(/)|^)^

<C||VaJI^ ... ||VaJlp H/Il, <C' IQ 1^ Il/Il, = C'|Q|^ "^l/ll,

ce qui est exactement (36).
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