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QUELQUES THEOREMES DE DECOMPOSITION
DES ULTRADISTRIBUTIONS

par André LAMBERT

I. INTRODUCTION

Dans ce travail, on s'intéresse aux ultradistributions construites
sur des classes de fonctions indéfiniment différentiables non quasi-
analytiques. On se propose de répondre aux deux questions suivantes :

a) Soit T une ultradistribution de classe {M^} de support
S : S = S"^ U S~ A = S4' H S~ ¥= 0 . Sous quelles conditions sur
S, et éventuellement sur {MyJ, peut-on construire deux ultradis-
tributions T4^ et T~ de même classe que T telles que

T = T+ + T- ; supp T± C S± .

b) Soit T une ultradistribution de classe {M^}. On sait [l] ,
[2] que T peut être décomposée en une série de dérivées de me-
sures : T = ^ D" ̂  (1.1), le support des mesures étant inclus

n
dans un voisinage arbitraire du support S de T.

Sous quelles conditions sur S, et éventuellement sur la suite
{MyJ, le support des ^ peut-il être pris inclus dans le support de
T, la série (1.1) convergeant toujours dans le même espace d'ultra-
distributions ?

Au chapitre V, on montre que la décomposition T = T'̂  4- T~
est possible si S"^ et S~ ont, à leur intersection, des points de
contact d'un type imposé par la suite {MyJ, situation décrite par
la propriété de "séparation M-régulière" de S'̂  et S" définie au
chapitre III où nous suivons une méthode connue dans le cadre de
la théorie des distributions [3], [4].
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Au chapitre IV, où les techniques de constructions de prolon-
gements de fonctions dues à Whitney ([6], [7]) sont largement uti-
lisées, on montre que les supports des ^ peuvent être pris inclus
dans le support de T, si celui-ci possède une propriété locale de
régularité, trivialement vérifiée pour les ensembles convexes et qui
généralise la régularité au sens de Whitney des ensembles fermés de
R^ [5]. Cette propriété est étudiée au chapitre III.

Dans les deux questions étudiées, il se pose un problème de
stabilité : T'̂  et T~ , ^ D" JL^ appartiennent-ils au même espace

n
que T ? On peut répondre par l'affirmative pour un ensemble assez
large de suites non quasi-analytiques étudiées au chapitre II où l'on
construit une suite de fonctions à supports compacts dont les pro-
priétés (supports, dérivées) sont essentielles dans la construction de
fonctions (S00 par le procédé de sommation de Mittag Leffler (uti-
lisé au chapitre IV).

Dans un article en préparation, on donne quelques applications :

— application du découpage des supports à la construction de
séries des perturbations renormalisées issues de théories quantiques
des champs locales et à lagrangiens non polynomiaux (Epstein et
Glaser [9],[10]).

— grâce à la décomposition en mesures, on peut, par l'intermé-
diaire de la transformation de Fourier-Laplace, montrer l'hypo-
ellipticité de l'opérateur d'onde dans les espaces d'ultradistributions,
et donner une caractérisation complète des ultradistributions à sup-
ports coniques en termes de fonctions analytiques dans des tubes.

Donnons brièvement la définition des espaces fondamentaux
pouf lesquels on pourra consulter [l], [2], [11], [12], [13], [14].

Soit {M^} n ç N"^ une suite strictement positive. Soit u un
ouvert de R^ et A une constante strictement positive ; on désigne
par ê (^ ,A,{M^}) l'espace vectoriel des fonctions 0 définies sur
u, à valeurs complexes, indéfiniment différentiables dans u et
vérifiant :

110 IL A = Sup (Sup
' M<=Ny VY(=*/MGN^ ^XGU

D^^IX
— — — — — — — — ) < ° ° (L l)
Al"l M /
A — 1 ^ 1
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où | ^21 = ^i + ̂  + . . . 4- ̂  ; n = (^ , ̂ , . . . , n^) ;
a'"'

D" = ————-—————•
^y"l ;)y"yUA! ? • • • » "^y

La topologie de ê (^ ,A , {M^,}) est définie par la norme 11011^ A »
qui en fait un espace de Banach.

Soit Î2 un ouvert de R" . On définit ê(ft, {M^}) par:

ê ( î2 ,{M^})= H ( u ê ( ^ , A , { M ^ } ) ) .
u,uCÇ:^A>0 /

Du point de vue topologique, on prend pour ê(î2, {M^}) la
limite inductive suivant A des â ( ^ , A , { M ^ } ) puis la limite pro-
jective suivant u des Q(u , {M^}) = U ê( t<, A , {M^}).

A^ 0

Les ôy convergent vers zéro (resp^ : forment un ensemble
borné) dans S(S2, {M^}) si et seulement si : Vu ; ~uCC Sî 3A > 0
tel que 1 1 0 y l l u , A — ^ 0 (resp^ : forment un ensemble borné dans
chacun des &(u , {M^}).

On désigne par 6 D ( ^ , A , { M ^ } ) le sous-espace des fonctions
de ê ( ^ , A , { M ^ } ) ayant un support compact contenu dans ~u,
muni de la topologie définie par la norme (1.1) qui en fait un espace
de Banach.

On définit 6D(Î2 , {M^}) par :
û)( , î2,{M^})= _U ( n o ? ( ^ , A , { M ^ ) ) .

u,uCCSÎ VAX) " /

On munit 6D(Î2 , {MyJ) de la topologie limite inductive des
(D(u, A , {M^}). Du fait que 6D(Î2,{M^}) est une limite induc-
tive d'espaces de Banach, il suit [ 1 ], [2] :

THEOREME (1.2). — Pour qu'un ensemble soit borné dans
CD(Î2, {M^,}), Ïl faut et il suffit qu'il soit contenu dans un 0)(u, A, {M^})
et y soit borné.

THEOREME (1.3). — Pour qu'une forme linéaire sur CD(Î2, {M^})
soit continue, il faut et il suffit que l'image de toute partie bornée
soit bornée.

On appelle ultradistributions de classe {M^} sur Sî les élé-
ments de (Q'(SÎ , {M^}) dual de ®(Î2 , {M^}). On munit û)'(î2, {M^})
de la topologie forte du dual (topologie de la convergence uniforme
sur les parties bornées de Q)(Sî , {M^}) -
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®'(Î2,{M^}) est un espace de Fréchet dont la topologie est
définie par la famille des seminormes :

Te0)'(î2, {M,}) ; H I T I I I ^ = Sup |T(0)[. (1.4)
II^II^A^ 1

Rappels et notations concernant la formule de Taylor.

Soit / une application G ^(Fn à valeurs complexes

Le polynôme et le reste de Taylor seront notés • x x G R"kCN^ • - o »

Ax )=(T^ / ) (x )+(R^ / )M= S °L-^D^).
n,\n\<,k n-

On a les formules suivantes :

W/) = T^/ (1.5)

Wyf) = ̂ f - -T^f = R^/ - R^f (1.6)
D^T^/) = T^-l01 (D"/) (1.7)

et donc : D^R^l/) (x) = D0/^) - D"/(.».) (1.8)

R^(T^/)=0. (1.9)
Soit {M^}^M, une suite (>0), on posera :

MW = _^i
M^ \n/k

(-^1\k[ 1

(1.10)

II. CONSTRUCTION D'UNE SUITE PARTICULIERE
DE FONCTIONS A SUPPORTS COMPACTS

THEOREME (II. 1 ). -Soit {M,,} une suite appartenant à S< ;
il existe une suite {e^}^^ de fonctions indéfiniment différentiables,
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à valeurs réelles positives, à supports indépendants de k, inclus dans
la Boule unité <B(0,1) de R1', d'intégrale unité, invariantes par
rotation autour de {0}, analytiques dans le domaine Ô3(0,l)\{0}
et dont les dérivées satisfont à : 3 des constantes A , B , C posi-
tives telles que, pour tous n G N^ , kG. N+ , x ^ R1'

|D"^(x)| <CA^ B^M^)

où B ^ dépend que de {M^}.

L'ensemble des suites Si est défini et étudié au paragraphe
(11.1). La démonstration du théorème est faite en (11.2 et 3), des
applications en sont données en (11.4).

1. Propriétés de certaines suites non quasi-analytiques.

DEFINITION (II. 1.1). — On désigne par ^ l'ensemble des suites
{M^} ^ E N + strictement positives, possédant les propriétés (11.1,
2, 3, 4, 5 ) avec MQ = M^ = 1 .

(11.1.2). — {M^} est logarithmiquement convexe : V ^ ^ N + :
M^ < M^-i ^-n+i • Ceci implique en particulier M^ M^ < ^n+k ̂ n ?
f c G N ^ .

(IL 1.3). — {M^} ^^ ^stable par convolution" : 3B tel que
M^ < B"^ M^ M^ V^, Â : e N ^ . Cette propriété assure que le
produit de convolution de deux ultradistributions de classe {M^},
dont l'une au moins est à support compact, est une ultradistribution
déclasse M^ [l], [2], [12].

(11.1.4). — {M^} est fortement non quasi-analytique '. 3A > 0

tel que Vp e N : S -MM- < Ap • -M^.
n>p M^+i l^tp+i

M
La non quasi-analyticité ordinaire : V —"— < oo implique

n M^
la non trivialité de ^(R^, {M^}) [15]. Roumieu [2] a montré que
l'on ne peut pas, en général, décomposer une ultradistribution à
support ponctuel en une série de dérivées de mesures de Dirac. La
non quasi-analyticité forte est adoptée pour permettre cette dé-
composition.
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(IL 1.5). - La suite M,, est "très régulière": ceci signifie que
M- i

p" = /^T est régulière [2] pour tout 0 < a < - ; c'est-à-dire

Pn A

qye -^— est croissante. La régularité de {?„} assure ([2]) que

si 0 est de classe {P,,}, ^ l'est aussi partout où elle est définie.

On remarque que (II. 1.5) implique (II. 1.2).

PROPOSITION (IL 1.6).-Si {M,,} vérifie(II. 1.4), alors. Va:
Y y^

0 < a < ̂  . Za 5Mîtë P^ = —£— ^/ ^ow quasi-analytique.

Démonstration. - Soit XpOc) la fonction caractéristique du
segment [p, p + ï] et f(x) = ^ Xp(x) M/- ; il suffît de

p=o ""p+i

montrer: f^f(t)tctdt < oo pour 0 < a < -î-. (IL 1.4) implique :
G(x)= C" f(t) dt < A x /Oc).

•'x

G(x) est positive, décroissante, lim G(x) = 0 , et -d- G(x) = — f(x) ;
G(l )= 1; G(x)<-- ^-G(x).

Donc, en intégrant G(x) < ——- , alors •
x 1 ' "

f^f(t) f-dt =- ̂  t-dCd) = - [^GWr^-af" G(t) t^1 dt

^^r^-^^r^^^' "^r
PROPOSITION (IL 1.7). -Soit {M,,} une suite vérifiant (11.1.4)

et (11.1.5). Soient A la constante qui intervient dans (11.1.4) et
1 M

e : 0 < 2e < ̂  . La suite Q,, = ——— est fortement non quasi-
analytique.

Démonstration. - D'après (11.1.6) Q,, et ?„ = -^ sont non

quasi-analytiques, et puisque ?„ est régulière :
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y ^^Ll̂  y 1 .
À Q..I Pp.i A (n + 1)^

/»oo û^ je 1
D'après: / '-,77 == — —T; 1 la suite (^O^ est forte-^jc ^1 € e x^x f1 T€ e je

ment non quasi-analytique pour e > 0.
1 ^ 1C'est-à-dire : 3 B tel que : V ————— < Bp ————-—

À (^ + D1" (P + D1"
et, par conséquent, ^ —"— < Bp • —^ •

n>p QM+I ^p+l

PROPOSITION (11.1.8). - Si {1SL} ^^ loganthmiquement convexe
N N

(N. = 1), ûto^ : N17" < ——1-- ^ effet, —r— est alors crois-
n ^n-l ^n-l

/ N \ « N N,
santé, donc : (^) > ^—— . . . ̂  = N, .

^n-l ^n-l ^O

PROPOSITION (11.1.9). - A" {N^} erf régulière (Nç = 1), ato/-5
/N^y/« _N^
\n\1 nN- ,^ w ! / "Nn_i

NnConséquence de la croissance de
"N«_i

PROPOSITION (II. 1.10). - Si {?„} est stable par convolution
et régulière, alors : 3 B > 0 tel que :

p(fc) p(fc)
-a- < B"-"^ -Ë- ; VÂ:eN+ ef n<p.
"' p!

Démonstration. — Posons p = n + fî ; / Î£N^

^ ̂  (n + g)! ^ ?„ «+g! / p^^/fc

n\ P% P^p ' n! ^k\î
a

d'après la proposition (11.1.9) : (-'^f'1' < p f c^——^, donc:
^ À; !/ P^ A: + JS !

a < " fc+g ",+ ^!/:'!. d'autre part, la suite d - " est stableP^Pfc M ! Â : + ^ ! ' " n\
par convolution. Ceci donne :

^ ̂  rf» ^+fc ^ g^+fc ^ ̂  ̂  ^ B^+fc
"n+fc"fc ^n+k^k
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PROPOSITION (II. 1 . 1 1 ) . - Soient {M,,} une suite de Si
M 1 '

Q" == ̂  ; ° < e < 2A (A est la constante (lui intervient dans

( I L 1.4)). .GIM, et 1̂ 1 le plus petit entier > n. Alors pour
L A J - ' -

e et r tels que e. r = 1 , on a : Qln/r},, < B"^ M^ .
(Q^)("/'-] D ^,

Démonstration. - Utilisant f " 1 < n et la proposition
(II. 1.10), on a : L r J

" 'QfnA] < n — — M ^ ["A-]'^"^
(Q^)("M ^ b M» • ^;e^,(«/.]/fc

< B"^ M^ /^!<l/'•-^) ^!"/t(e-l/r)

PROPOSITION (II. 1.12).-50^ {M^eg; ; /a îutfe [a^ définie

par o-fe = ——-.—— (H > 0) satisfait à :

"©•'>
lim Ofc = 0 et or^, < o^ < B 0^^,

fC—> oo

où B est la constante qui intervient dans (11.1.3).

Démonstration. - La suite P^ = —— fo < a < -\ est non
quasi-analytique et régulière

^ = f^-i\ /^-OP^ < /PoyP, ^ p, M p,_, ^•••^Ip;/^ = f^-i\ (^-DP^ ^YP, ^ P, M p,_, ^•••^Ip;/
1 /^v^ - l /^^i/fc i i i

ak H W " H ^ / IÏ^^H^^' cette demière

suite tend vers zéro lorsque k —> o°. En utilisant la proposition
(II. 1.9), on a :

/ °k y ^ Mfc^i ,k + l!M/(fc+i.)
^/ ( Â : + I ) M ^ V M ^ ^

D'autre part, en utilisant (11.1.3) :

"k ^ ^ Mfc^.^ ,k + l ! x i / ( f c + i ) _l_ M^t ^
-0^1 / M^ l M^i/ k + l " M^ < B •
/ °k Y ^ Mfc^i /Â :+ 1 K
Vo^i/ M^ l M^i/
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2. Etude d'une suite de produits infinis.

Dans ce paragraphe, on montre le résultat suivant :

LEMME (11.2.1). - Soient {M^} une suite §î et {Q^} l'en-

semble des suites défîmes pour Â : G N + par: Q^1 = (——\n Q
M 1 ^2k

avec : Q^ = —^ et 0 < e < — où A et B sont les constantes
n. -ZA

qui interviennent dans (11.1.3 et 4). On peut construire une suite
{I\} k^N+ de fonctions entières de Z G C satisfaisant aux es-
timations :

(i) V Z G D = { I Z G C I \x\ > \y\} on a :

^W^^ik ^{(^(Ixl2)}

(ii) Pour les valeurs réelles x de Z , on a :
| I \(x) |<exp(4AoÂ;|;c[)

(Ao ne dépend que de {M^} et de e).

Note. —Conformément aux notations usuelles [l] , [2], [11] :
/ M" \

exp {Q^1 (u)} = sup (-.T;) . C'est une fonction croissante,
MGN+ ^Q^ K j /

continue pour u > 0 si, comme c'est le cas ici, elle est construite
à partir d'une suite non quasi-analytique [15], et qui tend vers l'infini
avec u .

Démonstration de i). - Posons : q^ = —r— : a^ •= V^^+i .
C, = (^2fc et : Q"-1

zec:r,(Z)=r:(Z).r,-(Z)= ^(l+-^-z) n (i-^z).n>k v a^ / p>k \ a /

Les fonctions F^ , F^ , F^ sont entières ( ̂  — < oo) de
v ^ 1

type exponentiel nul ([1] p. 100) et leurs zéros sont situés sur l'axe

< K e Z = = 0 : x = 0 ; y=±01—. n > k . VZ = x + iy ç C, on a :
-k
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l i \ ( Z ) | = n /(i-^+^l //i+2S.V+Z^^+i^L //,.2^.\2.,^_c2

">fc y ^ a,, / ^ y i1 + a^ + ^
/ |Y [2 (^2 .n ( l x l ^}

n>k \ a2 /

D'autre part, dans le domaine D = {Z\x2 - y2 > 0}: 14- Z2C^ > i
I\(Z) satisfait donc à : ^ ^

ip ^7M ^ o / 1-^1" C? \ 2 ) ( ijci^r2" oi r^(Z) i> sup (—————£——y >syp 'J(:' ^ ^2fc
«ŒN, ^,,a,,,,...,a,. ,/ .p n.n^ { ^o^...,^^/ ) " ( Q̂2n+2k

et, avec (11.1.3) : |r^(Z)| > —— Sup ! /M^V" J^ (B n ( v B / Q^r
Démonstration de ii). - On a V^n ^2/2+1 ^ ^2^ = Q2" et,

Q Q2M-1

d'après (IL 1.8): C^ < 2fc , utilisant la non quasi-analyticité
forte de Q, : y2fc-1

r v 1 < 02^ y. 1c^ 2d ~ ̂  7.—— ^ —
">fe V^2r! ^2M-1 ^2^-1 «>2A: ^M

^^(Ao^.^)^^Q2.-i v o Q
,2^2^^=,^.('+^)<.^.('^y v^"

et, par conséquent,

r \ (x )<exp /2 |x [C \ ^ ——====:) <exp (4 Ao ^ | x [ ) .
v n>k \/^2M ^2^2+l /

LEMME (iï.2.2). - Soit { M ^ G g ï . // existe une suite {<i^}
/; G N+ de fonctions analytiques dans un ouvert (jù C C contenant
le segment ]—1,0[ et satisfaisant à : II existe des constantes A,
et C telles que: Vjce]- l ,0[ , n et Â : G N +

ID^OOI^CAÏB^M^
où B ne dépend que de la suite {M } .

Démonstration. - Les fonctions I\ définies plus haut dépendent
de e (o < e < —) puisque Q^ = —— en dépend.M^

2A/ t————!- ^ - ^6



THEOREMES DE DECOMPOSITION DES ULTRADISTRIBUTIONS 67

On pose W) = TTTTTTTr où Z e C ; r€ N^ et :
Li \Lt ' 1 )

$,(Z) == (i\ o ^a) (z)
Désignons par L la famille, lorsque 0 < h < — . des losanges ou-
verts C C construits à partir des points Z = 0, Z = — 1 et tan-

gents au cercle de centre Z = — — et de rayon -r ; soit 0 le TT

angle au sommet (Z = 0) de ces losanges.

On a : sin 0 = h ; cos 0 = \/l — h2 et cos 20 = 1 - 2h2 .
Posant Z = p^ ê10! = p^ e1^2 — 1 , on a, dans un losange quel-

conque de la famille L : |cos (0^ + 0^)| > |cos 201 = 1 —2/z2 et,
1 1 - 2h2

par conséquent : Û<e ————— > ————? pour tout rGN^. ,
Z(Z + 1) p^ p^

on peut choisir /z assez petit (disons hy) pour que l'on ait dans

le losange ly correspondant : cos(r(0^ + 0^)) > ——= cos — •

L'application ^ : Z —^ ? envoie alors tout point Z € ly
dans le domaine E = {? G C| |C%^?| > |^m?|} .

Donnons une minoration de \(3ie'U(Z)\ pour Z ^ - l y . On a :

nkR^ZKZ)! = |cos^(0i + 0 2 ) 1 . IZKZ)! > v— mz)\

\v\ h2 x2 x2
1 ^ 1 ^ T 1 / ? ^ " » • A 1 ^ l - ? ^ -^=^=<^ donne: ^ < -^ ; donc ^ + y- < -^ .

D'autre part, |Z + 1|2 = (1 - \x\)2 + ^2 < 1 + y2 < ——— et,
1 — h~

, l 1 y . (1 - h^
par conséquent (^rîzTTi) > "TeT' •

II existe donc une constante A,, telle que, pour tout Z £ /,. :

|(%(? <U(Z) | > A;: ——^ > A;. (11.2.3)
1 ̂  1

L'application '11 : Z —^ ? envoie donc tout point Z de ly
dans le domaine Ey = { ? G C| \Ûie^\ > |^w?| et |<Ké?? l>A^ .
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E^ étant disjoint de l'ensemble des zéros de (I\ o ̂  (Z), la

fonction <i>^(Z) = —————— est analytique dans ly où, d'après
\\ k 0 < ^ ) (z)

le lemme (11.2. l)i), elle satisfait à :

1<Î>^(Z)| < B2^ exp {-Q^l (\(f^e U(Z)\2)}

et, puisque exp {-Q1^} est une fonction décroissante :

|<Î>,(Z)| < B^ exp -Q^l ((Aî-)2') 1 . (11.2.4)

Pour estimer les dérivées des ^(Z) en un point u du segment
réel ] — 1 , 0 [ , on applique la formule de Cauchy au cercle 7 de

centre u et de rayon ——— ; <i^(u) étant symétrique par rapport

à u = — — . il suffit de faire le calcul pour u G — — -> 0 .

^"iîlX^-
^(^r^^h

Soit, avec (11.2.4) :

|D"$,(«)| < n\ (-)" ̂  Sup (̂  exp j -Ql^' ((^-)") j ) .
^y7 o<u<i vy ( W il 1 ' ) /

Q^' r " 1 "O1 - r M 1 yy
Si Q^1 = ^ et — est le plus petit entier > —, on

(Ay. ) [_ LY J 2r
a, pour 0 < u < 1 :

ID^^I^^yB^ Sup ( — — — e x p S - Q ^ ( - ^ ) j ) .
^ A ^ ^ 0<u<l ^V^12^ \ \V 1 1 1

Le dernier facteur est, par définition [l], [2], [15], la "régu-
larisée convexe par l'intermédiaire des log" de la suite {Q^^^eN

(pour la valeur — de l'argument) qui, puisque cette suite est

(comme Q^), logarithmiquement convexe, est égale à Q^ , :

———L*——— of —— ûo+ lu i-tinc' t-ta+i'f ûi-i+î i. "-> ———

2 ^
ID^^l^^C^^^B^Q;^.y^r^i <n\(——Y B^ o^1

h. A2;/ ^n/
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Or: r " 1 < 2 M < p 1 + l .
\ . r ] \.2r] i r ]

Ceci donne : Q;̂ , = (^)["/2r] O .̂] < ̂ 'gi •

Prenant alors r et e tels que r. e = 1 , on obtient :

M^ M^nl^l <^ D3«+2fc ^ <- Tï3n+2k ^n
^Wr}^15 ^ ^ D ^

nr>3
et, par conséquent : |D"<i>^(^)| < (——-^J B^ M^ .

hy Ay

Ceci achève la démonstration du lemme (11.2.2) qui généralise
un résultat de Dzanasija [8].

3. La suite des fonctions e^ à supports compacts sur R 1 ' .

A partir des $^ construites au paragraphe précédent, on
définit la suite de fonctions bjç :

0 pour x < — 1
b^Çx) == ^j,(x) pour - 1 < x < 0

0 pour x > 0

bjç est une suite de fonctions positives, nulles ainsi que toutes leurs
dérivées pour x = 0 et x == — 1 , et prolongeables analytiquement
dans un voisinage complexe de ]— 1,0[ .

On définit la suite de fonctions a^ par :

/ x b k ( t ) d t
a^(x) = —^—————— pour - 1 < x < 0 et :

f_\ b,(t)dt

ajç(x) = û^(- x) pour 0 < x < l et a^Çx) = 0 partout ailleurs.
Les djç sont des fonctions indéfiniment différentiables sur R ,

positives, paires, vérifiant û^(0) = 1 et \fn : D" û^(0) = 0.
D""1b ( x )

Donnons une estimation des dérivées : D" a^(x) =—-;——k—— •
j h^(t)dt
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b^(x) est symétrique par rapport à x = - 1 et prend en ce point
sa valeur maximum ; donc :

!w< 4»,(4)--^ (4)
' _1__ , - 16'

,n (,+^)^(E) ou ^T-
n>k \ a2 /n

La partie ii) du lemme (11.2.1) : b^(- ^-) > exp (-4 A(,E ̂
donne, avec le lemme (11.2.2) et la proposition (II. 1.10) :

\ / n , k e N ^ - . ^"^^KCiBfAÏM^ (11.3.1)
avec Ci = 2CB et Bi = B4 exp (4 AgE).

On définit alors la suite {f^en. d'applications de R" dans
R+ par: +

f^(x)=a^ x?) (n.3.2)
< = i

et la suite {e^^ par : e^(x) = fk(x)——. (n 3 3)
]Wdvt

Le support des ^ et f^ est inclus dans la Boule unité (8(0,1)
de R". Ces fonctions sont positives, analytiques dans le domaine

(B(0 , l ) \ {0}={x |0<S x ? < l } et invariantes par rotation au-
tour de l'origine. '

Si (^y(u) est le volume de la sphère de rayon u dans R" ,
o n a : /^^>^)^).^(^.

Cette estimation, et la formule donnant la dérivée n^ d'une
fonction composée, nous conduisent aux estimations suivantes :

II existe des constantes A , B , C positives B ne dépendant que
de la suite {M,,} <= 9) telles que, pour tout x G R", k £ IM^, n G N" :

|D" e^(x) | < C A'"l B^ M^(k) (11.3.4)

et, puisque les fonctions ^ sont analytiques sur le segment ]0 1 [
on obtient pour e, : V l'ouvert S2 Ctf?(0,l)\{0} il existe des
constantes A^, Ci telles que V;c G Sî, n e N^ :

|D"e i (x ) |<CiA^ | / î | ! (H.3.5)
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4. Construction de suites de fonctions subordonnées
à un ensemble fermé de R" .

Soient S un ensemble fermé de R1' , {M^} une suite Ç ̂  et
o^ une suite positive, décroissante, tendant vers 0 lorsque A : G N +

tend vers l'infini, définie par Oj.. = ——————-, où H est une cons-^^
tante positive. ^!

On désigne par {S^J^^ la suite d'ensembles de R^ suivante :

Sj, = j xER^ûfOc.SX- 0 1 ] ; r f (x ,S)= InfrfOc.x').
( 2 ) x'^s

Soient Xg la fonction caractéristique de S^ , et e^ la fonc-
tion d'intégrale unité définie à partir des e^ (11.3.3) par :

^) <)'<)•
Les relations — < H" (—*-)"< H" B^ donnent, pour

°k ^fc-l'
les dérivées de êy :

3 C Q , G Q , B Q (constantes positives: Bp ne dépendant que
de {M,,} et v) telles que :

V^GR" , Â :e iM^ , M G N : : |D"e^ (x ) [<Co(HGo) l " lB^Mi^ .
(11.4.2)

Définissant la suite {W^} par: W^(x) = (Xs^ * e^) (x),
on obtient :

PROPOSITION (11.4.3). - Les fonctions W ^ G e°°(R1') satô-
/onf a :

(i) 0 < Wj,(x) < 1
( 1 \/x t.q. d(x , S) < CTfe

(ii) W^(x) = 2

\ 0 Vx t.q. d(x , S) > fffc
(iii) 3 BI > 0 et V le compact K C R" , 3 Ci, G, t.q. Vx G K ,

Â : G N + e/ neN^ :
F (-•1"1 ffe uW

|D"^(^| < " l l J l^, l M l"l = Ci (HGi) '" ' B^ M ^ i .
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D'après (II. 1.12) : o^, < a^ < Bo^i , on a :

PROPOSITION (11.4.4). - Les fonctions (W^-w^+i ) satisfont
pour tout k G N^. a :

d(x , S) > Ofc
(i) (W^ -^)^)(;c)=0 Vx t.q.

^,S)<^

(ii) ,̂ ûi^c des constantes différentes, à des inégalités ana-
logues à ( I I . 4.3, iii).

Rappelons, en le complétant, un résultat de Whitney (voir [7]).

LEMME (11.4.5). - Soit S un ensemble fermé de W , {M^}
une suite G g/, on peut, pour tout / : G N + , construire une suite
{0^y}y de fonctions possédant les propriétés suivantes :

(i) les (t>kj ont des supports compacts indépendants de k ;
elles appartiennent à (^(R^S), sont positives et telles
que ^ <^,(x)= 1 Vx^S .

(ii) tout compact C Fr\S intersecte seulement un nombre
fini de supports de 0^ y .

(iii) il existe des constantes positives FQ et GQ telles que
V / î G N ^ et x G R ^ V S :

Ç D"0^,0c) ^G^x.Sr^M^.

(iv) il existe une constante C indépendante de j , k , S, telle
que : diam(Supp 0^ y) < C ûf(Supp 0^ ., S).

Ces résultats (à l'exception de iii) qui doit être précisé), sont
montrés par Whitney pour le cas d'une suite de fonctions 0. (au
lieu de 0^y) construite à partir d'une seule fonction 0(x) E ^(R^).

Si y^ est le centre d'un cube C. d'arête 5. < d ( y . , S) et

^•(x) = <f)(———L} , Whitney montre :

||M|C'-i|D" V/,(x)| < Sup ID^Oc)! , (11.4.6)
x U yX , >jj
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On remplace ici ^Ax) par la suite :

^(^-(X,*^)^^)

où e^ ^(x) = e^ ( —) ; ^ est la suite définie en (11.3.3), a une cons-
^ a '

tante > 0 et X^(x) la fonction caractéristique d'une cube de
côté b choisi convenablement. On a alors, à la place de (11.4.6) :

|D" ̂ ,(x)| < A^' B^ M,<:,> ̂ ^ (IL4.7)

La suite 0^.(x) = ^.(x)/^ ^g(x) utilisée par Whitney est
c /= i

remplacée par: <Pkj(x) = \l^kj(x) H (1 - ^g(x)) qui au voi-
sinage de chaque point n'a qu'un nombre N au plus de facteurs
différents de 1 . En effet, il existe N G N^ tel que tout x ^ S
possède un voisinage qui n'intersecte que N supports de V/^ • .
La formule de Leibniz donne alors iii) avec Fç = B^.

Définissons la suite des x. G S et pour x ^ S le point je* G S
par :

û?(S, Supp 0^ ? = d(x^ , Supp 0^ p
rf(;c,S) = r f ( ; c ,x*)

Comme conséquence du point iv) du lemme (11.4.5) on a [7] :

PROPOSITION (11.4.8). — // existe deux constantes C^ et C^
indépendantes de 7 , ^ , 8 telles que Vx G Supp 0^ .

d(x , x,.) < Ci d(x , S) et ûfQc*, .̂) < C^ d(x , S) .

III. SUR DEUX PROPRIETES DE REGULARITE
D'ENSEMBLES DE FT

On expose ici deux propriétés de régularité d'ensembles (aue nous
prendrons fermés) de R1' , introduites respectivement par Lojasiewicz
[3], [4] et Whitney [5], [16] p. 98, [17] p. 19.



74 A. LAMBERT

1. Définitions et propriétés.

DEFINITION (III. 1.1). - Soient 8'^, S ~ , A des ensembles fermés
de W ; {M,J^M une suite positive (M^ > n\). On dit que ^
et S~ sont M-régulièrement séparés par A si S'1' H S~ = 0 et
A = ô ou bien si : pour tous compacts ^+ C S4", K~ C S~ et toute
constante positive E, il existe des constantes positives C et F
telles que pour tout x G K^ on ait :

Inf fE^Q^Ar-^) <C Inf fF^Oc, K-F Mw-) .
»eiM+ \ ^! / WGN+ v m! ^

Cette propriété est symétrique par rapport à S4' et S~ (voir
[18]).

Dans ce qui suit, on prendra A = S+ H S~ et {M^} G ̂  ;
Notons que la propriété (III. 1.1) est vérifiée par tout couple d'en-
sembles de R1' si M^ est la suite analytique n\ .

DEFINITION (III. 1.2). - Soient S un ensemble fermé de FF,
{MyJ^M une suite positive (M^ >^!) . S est dit ^/[-régulier s i :

(i) Vy G S, ;7 existe un nombre p > 0 ^/ <yw fô^ couple
de points ( x ^ , x ^ ) de S appartenant à Gî>(y , p) pîw^
ê^ /ow^ pur ^^^ courbe rectifiable située dans S.

(ii) VE > 0, il existe des constantes positives D, G telles
que, pour tout couple (x^, x^) appartenant à un (Si(y , p) :

Inf ( ^ K x , , x,r M^} < D Inf ^dçx^x.r M^y î Œ N + v 1 2 ^z! / w e N + V 1 2 m!/
où l ( x ^ , ^^) ^^ /û longueur de la courbe joignant x^
à x^ et Qï(y , p) la boule fermée dans W de centre y
et de rayon p .

On peut faire les remarques suivantes :

(i) Tout ensemble convexe est M-régulier pour toute suite
M^ positive.

(ii) Tout ensemble localement connexe par arc rectifiable est
M-régulier pour la suite analytique M^ = n\. Plus bas, on utilise
la M-régularité d'un ensemble fermé S pour obtenir des majorations
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des dérivées d'une fonction Wg0 (qui est un prolongement hors
de S d'une fonction 0 de classe M^) en fonction des dérivées de
0 dans S. Si l'on tient compte de ii), il n'est pas surprenant de cons-
tater que cette opération est réalisable indépendamment de la forme
de S si 0 est analytique dans S et que l'on prenne pour Wg0
son prolongement analytique en dehors de S .

(iii) Si S est un ensemble M-régulier et (S^S") une par-
tition de S ( S = S + U S - ) , alors S"" et S- sont M-régulièrement
séparés par A = S4' H S~ et l'on pourra vérifier qu'une ultradistri-
bution TECD^RMM^) ({M^G^) dont le support S est M-régulier
peut être décomposée T = T'̂  4- T~ avec T* E<D' (R1', M ) et
Supp T1 C S* ; la propriété de M-régularité réduisant cette véri-
fication à la décomposition du support d'une mesure.

2. Application de la propriété de séparation M-régulière.

LEMME (III.2.1). - Soient y et S~ deux ensembles fermés
de R" , M-régulièrement séparés par A = S'1' H S~ et {M^} une
suite G ̂  ; on peut construire deux voisinages U4' ouvert et V^
fermé de S^A dans W\\ tels que :

(i) U~ = R^YV^ soit un voisinage ouvert de S~\A dans
R' \A;

(ii) V4' U A et S~ soient M-régulièrement séparés par A ;
et une suite de fonctions {m^} qui satisfasse à :

(iii) VfceN^ m^Ge^R^A) et 0 < rn^Oc) < 1 ;

l o vx e u-
m^)== / 1 w < = T T +( 1 Vx G U

(iv) 77 existe b > 0 ne dépendant que de {M^} et pour tout
compact KC W des constantes positives c et a telles
que : V x E K \ A et n C N^

|D" m^(x) | < c a1"1 ̂  rf(x , S-)-1"1. M^).

Démonstration. — Sans nuire à la généralité, on peut supposer
que pour tout x G S'' : d(x , S~) < 1 .
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DEFINITION. - On désigne par S^ les ensembles suivants :

s+? = \ ̂  ̂  | ̂  < d(x , S-) < -^ ; fS > 3 \

et, posant Cp = }. c?(Sp,S~) :

H^resp^H^H;')

= j^^l^S^e^resp^Je,,;^)).

On a : ,(S;,S-)=JnJ^,S-)^; d'où <, = ̂  et :

^S^S^A^CI^CH.CH,.

Si l'on définit : V' = U Hp , on construit ainsi un voisinage
fermé de S^A dans R"\A qui satisfait à i). En effet, pour tout

p G N+ et tout x € H- , on a : d(x , S~) > — > 0
• 2pr

- Pour montrer ii), il suffit de trouver deux constantes positives
6 et T? telles que, pour tout x G V4", il existe un x ' <E S"*" donnant
lieu aux relations : d(x , A) < 6 d ( x ' , A ) et d ( x ' , S-) < r ] d ( x , S-).

•Soit x e V ^ a p tel que x £ H p . Prenons alors x'^
tel que û?(x, x ' ) = ûf(x , S?, alors :

c?(x,A)<d(x,S;)+rf(x ' ,A)< 1 rf(S;,S-)+d(x',A)

< ^- û?(x ' ,S-)+ûf(x ' ,A)< 1 ^(;c',A).

D'autre part,

rf(x',S-)<û?(x,S;)+û?(jc,S-)< 1 rf(S;,S-)+rf(x,S-)

< -^ r f (x ' ,S-)+rf(x,S-)
d'où: ûf(x',S-)<2rf(x,S-).

• Pour la construction des fonctions m^ , on a besoin des
quelques résultats élémentaires suivants :

- Soit x un point quelconque de H x ' G S^ tel que
d ( x , x ' ) = c f ( x , S ? ; on a :

rf(x , S-) < d(x , S;) + d ( x ' , S-) < (2^ + 1) €p . (III.2.2)
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- D'autre part, pour x G H , on a : d(x , S~) > —— •

Soit, alors, x^ G Hp , x^ ^ H +ç . On a :

fiffi^-1 _ ?) _ i
rf(x, , x,) > d(x,, S-) - d(x, , S-) > /——

d(îîp , Hp^) est donc > 0 pour q > 1 puisque j3 > 3 .

— Soit {^J la suite de fonctions construites au théorème (11.1).
Définissons alors :

\pW = (^V ^ (-̂ ) ; fk,pW = 1 - (Xp * ̂ ) (x)

où x est la fonction caractéristique de H^ . Et :

m^x)= 1 - n fkp(x).
p=i lv

Les fonctions f^ sont égales à 1 sur R ^ Y H , à zéro sur
tÇ et indéfiniment différentiables sur FT . Puisque d(Hp , Hp^) > 0
pour q > 1 , tout point x ^ R^YA possède un voisinage dans lequel
tous les fjç p sont identiques à 1 , sauf deux consécutifs au plus.
Les m^ sont donc indéfiniment différentiables sur R^A.

• La partie iii) du lemme (III.2.1) est évidente, montrons la
partie iv) :

— Soit x appartenant à un Hp quelconque. Il existe un voi-
sinage a; de x dans lequel on a, pour tout n G N^ :

D" m,(x) == D"(/^_i (x). f^(x). /^i (x)) .

Or, d'après le théorème (11.1). pour tout compact K C R 1 ' , il
existe des constantes positives C, AQ , telles que x ^ K , n G M" :

\Dnf^x)\<CA,n^k(3-)'"'M;S.
€P

L'estimation iv) est alors obtenue par la formule de Leibniz, la

convexité logarithmique de {M^} et la relation — < —————
e r f ( x , S )

pour x G H
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3. Application de la propriété de M-régularité.

{MyJ étant une suite non quasi-analytique, "stable par convo-
lution" et S un ensemble fermé (C R1') M-régulier ; soient L un
compact de R^ et JL^ , ̂  deux constantes (> 1) telles qu'à tout
x G L on puisse associer deux points x^ , x^ G S satisfaisant à :
d(x , jc^) ̂  ̂ i ̂  . S) et d ( x ^ , x^) < ̂  û?(;c, S).

Ces conditions étant données, on se propose de démontrer le
lemme suivant :

LEMME (III.3.1). - Quels que soient le compact L C FT et
A > 0, il existe un compact K C S et des constantes positives
AQ , Pc , CQ telles que, si 0 G S(R1', A, M^) ato^ V;c e L, À: G N+ :

A * " * "R^ M r ! ( \ ' Ç^-l"l
ID" {(T^)Oc) - (T^)0c)}| <Co ||^||K,A 0 ( ' - ! ^ | ) , — —

po^r [^ | < k ; ^ = 0 pour \n\> k.

Les notations concernant la formule de Taylor sont rappelées
en (1.5 à 9) ; montrons d'abord un lemme préliminaire.

LEMME (III.3.2). - Soient Ko un compact de S et A > 0.
Il existe un compact K C S et des constantes A^ , B^ , C^ positives
telles que : V le couple de points ( x ^ . x ^ ^ K ^ , 0 G &W, A, M^),
^ G N ^ ; M <A:, o^Y :

. A"1 B^M, rfOc, , x^-^
|D-(R^0)(^)|<CJ10||^ 1 ^ . . i ^ , — — — •

D'après une démonstration due à Whitney [5] (pour les détails
voir [18]), il suffit de montrer (III.3.2) dans le cas où x^ et x^ ap-
partiennent à un même (fi(y , p) (les boules qui interviennent dans
la définition (IIL 1.2)).

Ces deux points peuvent être joints par une courbe rectifiable
6(x^,^) de longueur l ( x ^ , x^) située dans S et pour laquelle
Whitney [5] a aussi montré la formule suivante :

Si p > \s\ et u désigne l'abscisse curviligne de Q(x^, x^) :
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D^RS^)^)
= "L ~ f ^2 -^))6 ûKD^Oc^))) (III.3.3)

lô|=p_|,l ô! <?Cx:i,^)

nP~\s\ / / y y y?-|î|+l

e t : |D^0)(^)|<——————i-^——— ^ '^^^l
Kr^p+i

où a est une constante qui ne dépend que de la dimension v de
l'espace et K un compact de S qui contient les lacets reliant les
couples de points ( x ^ , x ^ ) de Kg d'une même boule <Jî. .

Prenant alors p = q + \s\ (q G N^) et utilisant la relation
^p < BM+P ̂  M? ' o" obtient, pour (f) £ ê(R", A, M^) :
ID^R^^I^)^)!

C(AB-)..M,JI,||̂  ^B^^,^M,j ^^

La décomposition de Taylor <j>(x) = (T^0) (x) + (R^0) (x)
étant indépendante de p , on a :

(R^) (x) = (R^) (x) + {(T^0) (x) - (T^) (x)} .
Donc, avec p = | s | + q :

ID^R^A)^)!
< InfdD^R^l^^) (^)j + ID^l^ - T^) (^)|} (III.3.5)

on a, pour le dernier terme de (III.3.5) :

IDïr^-T^)^)! ,
I ^——^-D^^i) (III.3.6)

min(q,k-\s\)<\l\<max(q,k-\s\) l '

<(AB)".M,,,||,||^ 2 (•'AB)'<i(;•"l)'M'
min((i',fc-|î|)<«max(g>fc-|î|) ' •

AfIjT

Le dernier facteur de (III.3.6) est de la forme : ^ ——r~\
t''M r^<r-sir^ r f

pour / > 0 la suite r —^ ——r- est convexe :
r\

^ r'M, (20_M,) v /ly
^ ".n"< sup ,, i U

fU \(W_^} v /ly—— < sup ———- / , (—)
r'. r,<r<r, < .-! > , ^ , <2/

^

»-,<r<r2 ''• '•l<'-<'-2 ' •'• ' r^<r<^<r<r2 r! '•l<'-<'-2 ' • • ' r^<r<^ V2/

^ç,\ W1 M,, ^ (2^)^ M,,
r,\ r,\
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et, par conséquent (avec d ( x ^ , x^) < l ( x ^ , x^)) on a, pour (III.3.5) :

ID^R^0) (^)| <C"(AB2)151 M,,, ||0||K,A
\ ̂ aABcKx^x^-^M^ ^AB2)^^, x^ M^ )
( ( /—H)! ^ N , V ^! ^

D'après la définition de la M-régularité (III. 1.2), il existe des
constantes D et G indépendantes de x^ et x^ telles que :

^ /^AB^^,^M.^G^(^,^M,
<?GN^ Y q\ 1 p\

Prenant p = k — M et utilisant la relation M)^ M^_^| < M^ ,
on arrive à l'estimation du lemme (III.3.2) dont la démonstration
se trouve ainsi achevée.

Pour démontrer le lemme (III.3.1), on applique la formule de
Taylor à (R^ 0) (x) et la relation : R^ (R^ 0) == R^ 0 :

(R^0) (x) == (T^ (R^0)) (x) 4- (R^0) (x)

ce qui donne : (T^ 0) (x) - (T^ 0) (x) = (T^ (R^ 0)) (x) c'est-
à-dire, pour tout n ̂  N^ :

|D"{(T^ 0)(x)-(T^0)(x)}|<^ia^FID•<R^)(-')l
II suffit alors d'utiliser les résultats du lemme (III.3.2) et les relations
d(x , x^) < ̂  d(x , S) , d(x^ , x^) < ̂  d(x , S).

IV. DECOMPOSITION EN MESURES DES
ULTRADISTRIBUTIONS A SUPPORTS M-REGULIERS

1. Enoncé des résultats.

Le théorème principal de chapitre IV est le suivant, qu'on pourra
rapprocher du théorème XXXIV de L. Schwartz [16] valable pour les
distributions.
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THEOREME (IV. 1.1)

(i) Si S C R^ est un ensemble fermé M-régulier, {M^}G^ ,
toute fonctionnelle TGCD'(R 1 ' , M,,) portée par S peut être
décomposée en une série convergente de dérivées de mesures
portées par S :

( T = S D" ̂  „ ; (T = S ^n^ si s est compact}
n^ ' v „€< /

( ) /ei\4
( supp^ C S

(ii) Réciproquement, si S satisfait à la condition i) de la dé-
finition ( I I I . 1.2) avec {M^}G^ , et que tout TecD^R^M^
porté par S admette la décomposition (*), ator.s', S satisfait
à la condition (ii) de ( I I I . 1.2), c'est-à-dire que S est M-
régulier.

Pour montrer la partie (i) du théorème (IV. 1.1), il suffit,
d'après le théorème de Hahn Banach, de montrer, sous les hypo-
thèses admises, que : VA > 0, 3C tel que, lorsque 0 parcourt
CD^R^A.M^) on ait :

!T(0)|<C 11011^. (IV. 1.2)
Pour cela, on construira au paragraphe 4), à partir d'une mé-

thode due à Whitney [5], [6], [7] complétée au paragraphe 3), une
application 0 —^ Wg0 donnant lieu au théorème :

THEOREME (IV.1.3). - Soit S un ensemble M-régulier, {M^} G ^;
on peut construire une application linéaire et continue 0—> Wg0
de ^R'.M^) dans S(î2s , Mj (où Sî^ = {x e W\d(x , S) < 1})
satisfaisant à :

(i) V ^ e N ; : D " W s 0 [ s = D " 0 | s
(ii) Si V ^ G N ^ D " 0 1 s = 0 , alors : D " W g 0 = 0

(iii) V le compact L C Î2g et la constante A > 0, il existe
un compact K C S et des constantes positives Aç , Cç ,
telles que, lorsque (^parcourt ^ ( R ^ A . M y , ) , on ait'.
IIWs0llL,Ao<CJl0||K,A

(iv) Si ag G &(R\ M^) ^r ^fe ̂ e :
( 0 en dehors d'un ouvert Î2^ C Î2<;asQc) = s s
( 1 dans un voisinage Î2g' de S
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alors, en remplaçant (Wg0) (x) par a^(x). (Wg0) ( x ) , /^fr
cû^o^ considérée est linéaire et continue de (R^M ) Aro?
û)(î2s, M^) ^ y^^ ̂  ̂ , (iii).

Alors, d'après le théorème (IV. 1.4) suivant, démontré au pa-
ragraphe 2 :

THEOREME (IV. 1.4). -Soit TeûW.M^) (ou ê 'CR^M^)) ,
{M^J e ̂  ; 57 0 est identiquement nulle sur le support S de T,
ûfe^y : T(0) = 0 .

On obtient, lorsque 0 parcourt (^(R^A.M,,) (en désignant
par L le support compact de ag.Ws0) : T(ag. (Wg0 — 0)) = 0
et donc :

|T(0)[ = |T(as0)| = |T(as.Ws0)| < C, K.Ws0||^

< C2C3 l|Wg0||L^ < C^Ci ||0||s^ , c'est-à-dire (IV. 1.2)

La partie (ii) du théorème (IV. 1.1) sera démontrée au paragraphe 5).

2. Fonctions nulles sur un ensemble fermé, applications.

Soit F un ensemble fermé de W , on s'intéresse ici au com-
portement dans îîp = {x G R^dÇx , F) < 1} des fonctions
0e (^(Op) qui s'annulent ainsi que leurs k premières dérivées
(plus bas : toutes leurs dérivées) sur F (k < p ) .

Soit x un point de Î2p, désignons par x* un point de F
tel que : d(x , x * ) = d(x , F) et par s(x , x*) le segment de droite
(contenu dans Î2p) joignant x à x * .

PROPOSITION (IV.2.1). - Pour tous n G N^ , q e N+ vérifiant
\ n \ + <7 < k et x Œ Sîp , o^z û :

^ rf(x FY7'1'1
| D" 0(^) | < ——v ; J sup | D^jQ [ .

q\ yGs(x,x*)
\r\=q+l

Pour la démontrer, posons \(t) = (D"0) (x* -+- r(x -X*)) ;

^ e R . On a donc pour |^| + q < ^ : (^ \(Q) = 0 et
/ û ? \ < 7 v- dt

\7f) m== 1 (^ - ̂ *)'D"^^) et, à l'aide d'intégrations
1 ^ 1 = ^
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par parties successives :

-"-rq\ ^o
1 /»î / cl\a+i I

'x(t)!= .rX ̂ ^'U ^^l
<^ ï [(-^ĵ l y I /^.^+1

^! o<^<i 1 ^du^^! o<u<i 1 ^K7 W

Le résultat cherché est donné par | X(l ) | = [ D"0(x) |.

• Soit K un compact inclus dans F ,
Kg = { ; c G R ^ | d ( ; c , K ) < § ; S <!}.

Appliquant (IV.2.1) pour q et n quelconques et k =00 , aux
0Eê( î2F,M^) ({M^}G@?) qui s'annulent avec toutes leurs dérivées
sur F, et M^^ < y^Q+i ̂  ̂  (IL 1.3), on obtient :

PROPOSITION (IV.2.2). - Quels que soient le compact K C F
et la constante A > 0 , il existe des constantes positives A ^ , C ^ , E^ ,
telles que: si 0 G g^p, M^), 11011^ A < °°. I^IF = ° v^ E N^
Alors V ^ E N ^ ^ V :̂ G Kg :

ID^^KC^A^Mi^Inf (E^(^,K)^ Mq\ 1 1 0 1 1 . A -
<7^N+v ^ ! / ô '

LEMME (IV.2.3). - V^ecDd^M^) (res^ ^(R^M^)) ^ ^p-
port K , identiquement nulle sur un ensemble fermé F, il existe
une suite 0^ de fonctions égales à 0 sur des voisinages de F et
qui tende vers zéro dans (DW.M^) (resp1 &W, M^)) lorsque
k —> oo.

De ce lemme, suit le théorème (IV. 1.4) ; en effet, si
TGCD^R^M^) , s u p p T C F , on a, pour tout

k^N^: T(0) = T(0^) = 0 .

Pour montrer le lemme (IV.2.3), prenons pour 0^ la suite :
0^) =W^(x). <j)(x) où W^ est la suite définie en (11.4) et sa-
tisfait à la proposition (11.4.3). On a évidemment: 0 F (x)=0(x) ,

Vx tel que r f (x ,F)<-°^ •

La partie (iii) de la proposition (11.4.3) et la proposition (IV.2.2)
donnent :
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ID"(W^(x)0(x))|= ^ (^D'^OO.D^Oc)
a+<3=M

<C,Bf InJ (E?^,?)^) ||0||̂  S ^)(G,H)I"IA^M^
• + H ' Oi+(3=n

Or, W>^(x) n'est différent de zéro que si û?0c, F) > 5^ ; on a donc,
pour tout x G supp 0J^ :

^(E^.F).^^,^^)'

donc : ID"(W;te) 0M)| < C, (B^1)* (G, H + A,)"" M,,, M^ .

R F
Prenant alors H tel que 17 = —— < 1 ; on obtient :

ri
3 A > 0 , 3 A 2 tel que: 110^11^ < c! IINic.A^ ce q^ démontre
le lemme (IV.2.3) (la démonstration étant identique dans g(Fr,M )).

3. Prolongement de Whitney k fois différentiable.

THEOREME (IV.3.1 ). - Soit S un ensemble fermé de W. On
peut, pour tout k G N + , construire une application linéaire 0 —> W^0
de QT^) dans (^(R^) qui satisfasse à :

(i) pour \n\<k : D"W^0|s = D"0|s ^ ,̂ po^
|^| < k , D"0[g = 0 , ato^ : W ^ 0 = 0

(ii) £^ dérivées de W^0 50^2^ majorées dans W par des quan-
tités ne dépendant que des valeurs de 0 et de ses dérivées
dans S.

Ce théorème est dû à Whitney [6], [7], [4] ; on explicite ici la
partie (ii) dans le cadre des fonctions 0 G ê ( R ^ , M ^ ) , prenant pour
S un ensemble M-régulier, et {M^}E^ , en ne s'intéressant qu'à
l'étude de W^0 dans l'ouvert Î2g = [x G R^dÇx , S) < 1} , ce
qui est suffisant pour la suite de l'exposé.

- Soient 0 .̂ les fonctions citées au lemme (iï.4.5) et les
x^ G S définis par : ûf(Supp (f>^ , S) = d(Supp 0^ ̂  , x,).

- On construit W^0 de la façon suivante, qui rend évidentes
la linéarité de 0 —> W^0 ainsi que la partie i) du théorème (IV.3.1) :
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( 0(X) X G S
(W^0) OC) = ^ (IV.3.2)

)S 0^(x)(T^0)(x) x ^ S .
( 7 ' /

La partie (ii) de (11.4.5) indique que la somme ^ reste finie
lorsque x parcourt un compact de R ^ Y S . /

— Associant à tout x € R ^ Y S un point x * G S tel que
d(x , S) = d(x , x*), ^ 0^ y 00 = 1 implique, si x ^ S :

/

(W|0) (x) = (T^0) (x) + ̂  0^.(x) {Ol0)0c) - (T^0) (x)}
/ / (IV.3.3)

que ron note : (W^0) (x) = (T^0) (x) + (Y^0) (x). (IV.3.4)

PROPOSITION (IV.3.5). - S étant M-régulier ({M^}e^) 0^2
û : V le compact L C Î2g ^ fa constante A > 0, ê un compact
K C S et des constantes positives C^ , A^ , B^ ^/te? ^Mê : V^ G N^ ,
Â:e iM+ ^ x C L \ S

M
ID^Y^^MKC.A^Bfrf^ .S^- '^M^ -^ 1 1 0 1 l K , A -

Démonstration. — D'après la partie (iii) du lemme (11.4.5), le
lemme (III.3.1) et la proposition (11.4.8), on a : VL C ^g , 3 K C S
tel que pour tous x G L\S , n E N^ et K G N+

[0^0) (x) |
/7fy C\A:-|<3|—|a|

<C S (^(Fo^G^' ^-^ M,^MJ10||^.
a^ ( l p ! ) " (IV.3.6)

On obtient alors le résultat cherché en utilisant (II. 1.10) et les re-
lations p\ q\ < (^-4- q)\ < 2p+qr p! ̂ ! qui donnent :

M^ M^
^lal < ̂ k ^\n\+k-\a\ wi\n\

(k-\P\)\ " k\
— En ce qui concerne la continuité des k premières dérivées

de W^0, la remarque suivante nous conduit à la proposition (IV.3.8) :
Puisque les fonctions 0^ y sont indéfiniment différentiables dans
R ^ V S , il en est de même de W^0. Pour montrer que W^^G^W),
il suffit donc de montrer que les k premières dérivées de
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(Z^0) (x) = 0(x) — (W^0) Oc) tendent vers zéro lorsque
d ( x , S ) — ^ 0 , [7]. Montrons-le sous la forme utilisée au para-
graphe suivant :

PROPOSITION (IV. 3.8). - Soit S un ensemble fermé, {M^} G ̂  :
VA > 0 , 3 des constantes positives A^ , B^ , C^ ^^5 que, lorsque
0 parcourt ê(R^, A, M^) 0/2 a;T, po^r tout x C î2g\S ^ \n\ < /; :

M
10^0) Oc)| < C, A^' B^ M,^ ̂  r f (x , S^-'"'^ .

Pour x ^ S, on a :

(Z^) (^) = S ^/(^) ^(^) - (T^.0) (^)) = S 0^/(^) (R^.0) (x)
; ' / / ' /

(IV.3.9)
La proposition (IV.3.8) est obtenue en appliquant à (R^.0) (x),

dont les k premières dérivées s'annulent pour x = X y , la propo-
sition (IV.2.1), les relations (11.4.8) : d(x , x^) < C[ d(x , S) ainsi
que(IV.3.7).

Les calculs sont les mêmes que pour la proposition (IV.3.5).

4. Prolongement de Whitney indéfiniment différentiable.

On donne ici la démonstration du théorème (IV. 1.3). A l'aide

de la suite Oj, = —————— (H > 1 ) positive, décroissante et ten-"(̂ r
dant vers zéro lorsque k —> oo ^ on définit les suites de voisinages
emboîtés de S suivantes :

^(res^ c4) = j x G R^ \d(x , S) < cr^ (res^ < ̂ L) i •

Si l'on trouve une suite {R^eN de fonctions indéfiniment
différentiables sur R1 ' , nulles sur co^ , égales à W l + i 0 — W ^ 0
en dehors de c^, et, pour tout compact K C Î2g une suite po-
sitive {e^} dont la série converge, telle que

sup |D"{(W^0) (x) - (W^0) (x) - R^(x)}| < e^ ,
\n\<k
x^K
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alors, la fonction Wg0 définie par :

(Ws0) (x) = (W^) (x) + ^ {(W^0) (x) - (W^0) (x) - R^(x)}
fc>0

est indéfiniment différentiable dans S7g ; en effet :

|D"(Ws0) (x)| = |D" {(Wf^) (x) - (RJx) + . . . + R, , ,_i(x))
+ S ((W^i0)(x)-(W^)(x)-R^(x))}[

fc>|yi|

< 1 ^ , 1 + |B,,i|+ $; 6^<û?, , ,<oo.
A:>|»|

Prenons :
R^) = (1 -W^(x)) ((W^i0) (x) - (W^) (x)) (IV.4.1)

où les fonctions W^ sont construites en (11.4.3).
On peut donc écrire Wg0 sous la forme :

(Wg0) (x) = (W^) (x) ^^ 4 ̂

+ S ^^(^{(W^^-CW^Kx)}
fc>0

ou, en posant W^x) = 1 et réordonnant les p premiers termes :

(Wg0) (x) = ^ {W^(x) - W^, (x)} (W^0) (x)
k<p ^ IV.^ .J^

+^(x)(W^0)(x)+ S W^,(x){(W^,0)(x)-(W^)}(x)
k>p

La linéarité de 0 — ^ W g 0 , ainsi que les parties i) et ii) du
théorème (IV. 1.3) sont évidentes ; pour le reste, on montre d'abord
la continuité des dérivées de Wg0 à la frontière de S, ensuite les
parties iii) et iv).

— Comme au paragraphe précédent, on pose : Zg0 = 0 — W 0,
alors :

(Zs0) (x) = (Z^0) (x) + ^ W^i(^) {(Z^i0) (x) - (Z^ 0) (x)}
k>0

Dans ojp on a : Wf(x) = WJCx) = . . . = W^(x) = 1 .

Par conséquent, dans û^\S :

(Zg0) (x) = (Z^0) (x) + ^ W^Cx) {(Z^^0) (x) - (Z^0) (x)}
fc>p (IV.4.4)
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et, de façon évidente :

|D"(Zs0)(x) |<|D"(Z^0)Oc) |

+ Z OÏD-W^)! [D^(Z^0)Oc)| .
fc>p

a+j3=?i

Chaque terme de la somme précédente (^ . . .) n'est dif-
k>p

férent de zéro que pour d ( x , S ) < a ^ (puisque suppW^Co;^) .
Prenant p> \n\ on obtient, grâce à la proposition (IV.3.8), pour
0 parcourant ^ ( R ^ A . M ^ ) : 3 des constantes positives C^A^B^

telles que, pour tout j3 < n : |D^0) (x)\ < C^HA^)'^' (B2-)fc M,^ .

Utilisant la partie iii) de la proposition (11.4.3), on obtient dans
^:

|D"(Zs0) (x)l < C,(HA,)1"1 /^y M
\ H ^ "îl

+ C^ C, [H(A, + G,)]'"' M,,, ^ (B1A )' (IV.4.5)
A:>p v rl /

R R
Prenant alors H tel que 17 = ——2L < 1 on obtient :

|D"(Zs0)(x)| ^A^'M,^ ^ ^ qui montre que lorsque
fc>p

P—^ °° (c'est-à-dire rf(x , S)—> 0) les dérivées de Zg0 tendent
vers zéro.

- Pour montrer la partie iii) du théorème (IV. 1.4), écrivons pour
x ^ S, W^0 sous la forme : (W^0) (x) = (T^0) (x) + (Y^0) (x).

Ceci donne, pour Wg0 (x ^ S) :

(Ws0)(x)= I; W^(^) (^__^ D^0(^*)
l<?l>o ^ !

+ S (W^)-W^,(x))(Y^0)(x)+W^)(YS0)(x)
^<p

+ S ^i(^){(Y^,0)(x)-(Y^0)(^)} (IV.4.6)
A->p

Désignons le premier terme de cette expression par W r ^ 0 (par
abus de langage), par 0p le deuxième, par V/p le reste ; et prenons
p > \n\ pour estimer D"(Wg0) (x).
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Puisque pour tout k la fonction (W^ -W^) s'annule pour

d(x , S) > a^ et d(x , S) < ——5 on a, en appliquant la proposi-
2B

tion (IV.3.5) à chaque terme de D"0p : V le compact LCî2g
et A > 0 ; 3 un compact K C S et des constantes positives C^ ,
A^ , B^ telles que :

J^ |DW0)MKC, (/^1 (1)'M,,, ||0||̂

qui, avec la proposition (II. 4A) donne :

sup |D"0 (x)|
;ceL\s

< C; C; [H (^j '"' M,,, 11,11,, ̂  (B^)1 (IV.4.7)

Pour V^ on a, comme pour l'expression (IV.4.4) : VxGÎ2g\S

|D"^(x)|<û S (^) ID^CJC)! |D^(Y^)(^)|.
A:>p

a+j8=/i

Puisque p > | ^ | , r f (x ,S ) n'intervient dans D^(Y^0) qu'à
des puissances positives ; il suffit alors, dû au support des W^ ^
d'écrire dans chaque terme indexé par k : d(x , S) < or^ pour ob-
tenir, de la même façon qu'on a obtenu (IV.4.5) :
sup |D"^Oc)|

^L\S '

< C, C, [H(G, 4- A,)]'"' M,,, ||0||̂  S (———)' . (IV.4.8)
k>p v H /

Tï T)^ T»' Tï'

Prenant alors H tel que : \ = min (-1—^, —1—1) < 1 (condi-
B B H

tion qui s'ajoute à 17 = ——— < 1 imposé dans (IV.4.5)), on en
H

conclut que : 3 des constantes positives A^ , €4 telles que, \/n G N^
et Vp E N+ :

sup lD"(0^(x) + i^(x))l < C^A^' M^, |[0||̂  . (IV.4.9)
X fc L \!j

De la même manière, on obtient des estimations analogues pour les
dérivées de W^,}0 , donc : VA > 0 , 3Co > 0 et AQ > 0 t.q. :
I IWs0llL\S,Ao<Co||0||K,A.

Ce résultat - et la continuité des dérivées de Wg0 à la frontière
de S, laquelle nous autorise à remplacer L\S par L C Mg - achève
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la démonstration de la partie iii) du théorème (IV. 1.3) et démontre
la continuité de l'application 0 —> Wg0 .

- Pour montrer la partie iv) du théorème (IV. 1.3), il suffit de
montrer que le support de 0g x W g 0 est compact ; or, ceci résulte
immédiatement de ce que, pour tout x Œ î2g\S et tout / :
d(x , x^) < Ci d(x , S)< Ci .

En effet, soit K^ le support compact de 0, tout point
xe supp 0g tel que d(x , K^) > c, possède un voisinage dans
lequel Wg0 = 0 , car dans ce voisinage, tous les (T^.0) sont nuls.
L'ensemble supp Og H supp Wg0 est donc compact. 7

5. Réciproque du théorème de décomposition.

Considérons les fonctions ^ définies en (11.3.2). On rappelle
que: fkW=a^(^ x] ) ou ï e s ^ sont définies sur R , analy-

\'=i /

tiques dans le domaine ] -1 ,+1[ \{0}, nulles pour \x\> 1 et
paires ; de plus :

- û^(0) = 1 et a^(x) > 0 pour \x \ < 1 .
- les û^ décroissent lorsque x s'éloigne de l'origine et leurs

dérivées satisfont les inégalités (11.3.1).

On définit la suite de fonctions {^}^ par : g^(x) = f^ (^}
_ }_ / k\\i/k ^j,/

ou °k ~ Tj [\/r) , H > 1 , dont les propriétés sont de manière
évidente :

/ gkW < 1 pour ||x|| ̂ 0
-êkW = 1 ; êkW>0 \gk(x)>0 pour ||x|| < a.

/[ gkW = 0 pour ||x|| > (^

-gk est analytique dans <B(0, a^)\{0} : pour tout ouvert
inclus dans cet ensemble, il existe donc des constantes positives
A , B , C donnant lieu pour tout n G N^ aux relations :

ID^MKCA^B^ \n\\ (IV.5.1)
- Par ailleurs, il existe des constantes positives A ^ , B , C

telles que, pour tout n G N^ , k C N+ et x e R1' :

|D^(x) |<CiA^BfM, , , (IV.5.2)
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Soit x^ un point de R" . On pose pour la suite

a^\x) = l - g^(x - x^) )

^)^(^)..>0(

PROPOSITION (IV.5.4). - // existe des constantes positives
Ao, CQ , Eo , un nombre JLI > 0 et, pour tout x^ ^ x^ un entier
k^ tels que '. VTÎ G N^ :

ID^;2^)! < Co Ao"1 M,,, ̂  (E^ d ( x , , x^ -^)

et ay(x,)>^.

Pour la démonstration, on distingue les deux cas suivants :

a) d ( x ^ , x^) > 1 : On a alors, pour tout k, d ( x ^ , x^) > Ojç
et, prenant k^ = 1 : V^ G N+ :

ID^J^}/ -n < r ^xl ? ;c2^ A1"1^ M\u a^ ^ i j i ^ ^ i Ai M|^i+(y

<Ci(AiB) '" 'M,, , Inf ^B)^^, ,^)^^-) .
^eN+ \ q\ /

D'autre part, g ^ ( x ^ - x^) < a^ (—} < r]^ < 1 donc
^H7

ai^^^i _ ^ ^ =^ > o .

j3) Cû5 oîi d ( x ^ , x^) < 1 : II existe une constante b > 0 et,
pour tout x^ ^ x^ un entier k^ tel que : b Oj, < d ( x ^ , x ^ ) < a ^ .

Alors : g^(x, - x^) == a^ (d(x1^ Ï X 2 ) ) < a^b) == r?, < 1 ,

donc :. a^^Oci ) > 1 - T?^ = ^2 > ° -

Estimons les dérivées de a^2 au point x^ ; pour tout q G N +
et tout n G N^ :

1^4^)1 < C, ^^^^^ B;° A[^ M^ (IV.5.5)

-pour n tel que |^ |< / :o , il suffit, pour obtenir l'estima-
tion recherchée, d'écrire que : B^° < B^1.
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- pour n tel que | n \ > k^ , on prend q = Â:o 4- p où p
est un entier quelconque, alors, avec (11.1.3) :

M,,,,^ < B2"'2^0 M,,,, M^ M ^ , p \ k , \ < p + k , \

et rf^ , x^) < Ofe , on obtient :

ID^^^KCAiB2)'"^^

X ̂ ^^^i'^ ^-(^B.B)^ ̂  ̂ )

Le résultat cherché est obtenu en prenant H > A^ B^ B .

Définissons enfin la suite 0^2 par :

^(x) = a^2^) x h^Çx) , où e > d ( ^ ^ , ^ ) .

De la proposition (IV.5.4), il suit :

COROLLAIRE (IV. 5.6). - V F > 0 , il existe des constantes po-
sitives C, A, J telles que, \/n e N^ :

|D<-̂ ,)| < C A... M,,, ̂  (J. .(,,..,). ̂ ) ̂  (̂ )

.' 4^,)>^•
La deuxième inégalité suit immédiatement la relation

^(^i)^ et 1e fait q^ ^e"2 ( ^" i )>û i (-) = - puisque
e >û?(^i , x ^ ) .

{x }Montrons les estimations sur les dérivées de àt - :•^o
• II existe un voisinage eu de x^ dans lequel h ^ est ana-

lytique, ce qui se traduit par :

V^GN^: \^h^\x,)\< ^ ^ f 1 1 ^ ' VXGQ;.çipi
Ceci donne :

ID^^i)!
< C<,C, Inf(E^ d(x, , ^,)< —). 1: (^ A^' A^' M!̂

t * Oi+j3=?2 ^

M
Avec M 1^1 < —nL et introduisant une constante arbitraire F > 0,

M^
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on trouve :

ID^Wl < CoC^Ao + A,F)1"1 M,,,

Inf ^dÇx^x^^) sup L/;, ) .
ç6=N+ \ u 1 2 ^! /peN+ vF^e^Mp/

Pour démontrer la réciproque du théorème de décomposition
(IV. 1.1), procédons par l'absurde : Supposons donc que, quelles que
soient les constantes positives D, G, il existe E > 0 et un couple
de points ( x ^ , x^) de S joints par une courbe de longueur l(x^ ,x^)
tels que :

Inf CE" / ( X i , x.Y —^D Inf (c"1 dÇx^x^ Mm-} (IV.5.7)«GN+ v 1 2 ^ , / ^eN+ ^ m\ /

et prenons pour TECD^R^, M^) portée par S la fonctionnelle
suivante :

T = Z^ ^{S^ +5^} (IV.5.8)

où la suite ^ satisfait à : VA > 0 ; ^ A1"1 \a^\ M^| < oo.
n
{x }Appliquons T à la fonction 0^ 2 (x) dans laquelle on prend

6 = / ( X i , ^ ) et posons: a^ = 1, ^==(-1)" |aJ sgn (D"^2^)).
{^ } {^ }Comme 0^ 2 et toutes ses dérivées s'annulent en x ^ , T(0^ 2 )

se réduit à : wi^^^y^,)-^- ^ \a,\. |D" 4^(^)1. °0n
l»i l>i

a donc : T^2 ') > ^- • (IV.5.9)

D'autre part, appliquant (IV.5.7) aux estimations du corollaire (IV.5.6),
on obtient pour un couple de points ( x ^ , x^) et un entier k^ :

ID"^2^)! < c A '^ 'M^i où A et C sont fixés et D arbitraire.

0 1

Si on prend alors D = -^ et |aJ < ^, ̂ , ̂  (IV.5.10)

{^ } ^i

on obtient T(0^ 2 ) < — (IV.5.11) ce qui est en contradiction

avec (IV.5.9). La réciproque de (IV. 1.1) est donc démontrée.
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V. DECOUPAGE DU SUPPORT DES ULTRADISTRIBUTIONS

1. Enoncé des résultats.

Dans ce chapitre, on se propose de démontrer le théorème
suivant :

THEOREME (V.l.l). - Soient S C ̂  un ensemble fermé,
{M^}^^ , et (S^ S~) une partition à deux sous-ensembles fermés
de S.

(i) une condition nécessaire et suffisante pour que tout élément
T EO^R^, M^) porté par S puisse être décomposé en
T = T-' + T- avec T* E û)^, MJ et supp T* C S* ,
est que S4' et S~ soient M-régulîèrement séparés par
A = s4- n s- .

(ii) cette décomposition n'est pas unique. Elle est déterminée
à un élément de (Q'^.M^) porté par S4 'H S~ près.

Pour la démonstration, on a besoin des résultats qui suivent :

LEMME (V.1.2). - Si S"^ et S~ sont deux ensembles fermés
de W , M-régulîèrement séparés par A == S+ (^ S~ ({M^} € ̂ ), on
peut construire une fonction m définie et indéfiniment différen-
tiable sur R^A satisfaisant à :

{ 1 dans un voisinage u^ de S^A (dans R^VA)
(i) m(x) =

( 0 dans un voisinage u de S \A (dans R^A)
(ii) quels que soient le compact K C R" et la constante E > 0,

il existe des constantes positives A, C telles que, pour tout
n E N^ et tout x e K\A , on ait :

ç\ A \fî\ -AT
| T ^n , - / y \ | < _______^rlL wi\n\

hT^'^-^^'
PGN+ p !

Soit F un ensemble fermé de R1 ' . Désignons par ê p C R ^ . M ^ ) ,
C D p C K ^ . M ^ ) les sous-espaces de fonctions de ê(R l ; ,M„), (D(R^M^)
nulles avec toutes leurs dérivées sur F. Quitte à remplacer m par
un prolongement quelconque à R^ , on a :
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PROPOSITION (V. 1.3). — La multiplication par m est une ap-
plication linéaire continue de &^(W , M^) (resp1 (Q^(W , M^)) dms-
lui-même.

(V.1.2) et (V.1.3) sont démontrés au paragraphe 2). En 3) et
5), on démontre le théorème (V.l.l) ; et en 4) on étudie l'ambi-
guïté liée au découpage.

2. Construction de la fonction m et multiplicateurs
dans ê^(RMM^).

Pour montrer le lemme (V.1.2), on utilise la suite {m^ç^
des fonctions construites précédemment (III.2.1) et à nouveau le
procédé de sommation de Mittag Leffler ; on pose donc :

m0c) = moOc) + ^ W^(x) {m^i(x) - ii^(x)}
k>0

et l'on réordonne cette expression (posant : W^x) ^ 1) :

m(:ç) = ^ {Wl~(x) -Wl~^(x)} rn^(x) + uipOc) W^~(x)
k<p __

+ ^ W^(x)(m^(x)-m^x)). (V.2.1)
k>p

La partie i) du lemme (V.1.2) est immédiate. En effet, d'après
(III.2.1), VÂ:eiM+ et x G ^ , rn^OO = 1, (V.2.1) se réduit donc
à : m ( x ) = m o ( ; c ) = = l . Sur K-^FTW', on a : m(x) = 0 car
VÂ:e iM+, m^(x) = 0.

Démontrons la partie ii) : d'après la partie iv) de (III.2.1) et
la partie ii) de (11.4.4), on a, pour tous k G N+ , n G N^. et x G K\A :

jD^CWfW -W^OQ) m^(x)}|

< C V ^^.c.^^i^M^M^
'^/^ a^Oc.S-)^'

Puisque (W^~(x) ~ W^^(jc)) est nul pour d(x , S-) > a^

et rf(^, S~) < — . il existe une constante B^ telle que, dans tous
2B

les termes, que k — \f5\ soit positif ou négatif, on puisse poser:
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, ^ (B^-""
rf(x S-)*'-'̂  ' Alors' pourtoute constante J > 0 :

|D"{W^(x) - W^(;c)) mfe(;c)}|

< Ci H'"' M,,, (J6B1B2 )' f Â:! ^ . y A l«l / G V'31

'̂  H Mj^s-)^^/^ '(i;) •

Prenant H tel que (J6B^) = r, < 1 , et posant

H^ + B / = Al ' on obtient' P01"' le premier terme de (V.2.1) :

ID" 1: (WrW-W^(x))m,(x)|<———^^"'^"i y ^
Inf ^^^S-^M,) ̂  î? •

qeN^ qr I

•Prenant alors, dans la décomposition (V.2.1) p > \n\ et
utilisant le fait que W^ (x) est nul pour d ( x , S-) > a^ , on ob-
tient des estimations analogues pour les dérivées de la somme des
termes restants de w(x), c'est-à-dire avec ^ r^ < oo : VJ > 0,
il existe C^ , A^ tels que, pour tout n € N^ et^G K\A :

P A I"* M
ID-mMI < — — — — — , ' - 2 '•'l-l . (V 2 2)

Inf f^-^"^ )

<îSN+ V ^r! ^

m étant nulle sur u- = FF ,̂ la propriété de séparation M-
régulière de V + U A et S- par A ((partie ii) de (III.2.1)), permet
alors de conclure.

Pour démontrer la proposition (V.1.3), on peut se limiter au
voisinage de A : ^ = {x G FT d ( x , A) < 1}. Utilisant les pro-
positions (IV.2.1) et (IV.2.2) on a, pour ^eê^î^.M,,): Quels
que soient le compact K C Sî^ et la constante G > 0, il existe
un compact K'CÎ^ et des constantes A^C^Ei telles que
pour tout x e K et tout n G N^ :

ID"0(x)|<CiA^M,^rf(x,A) Inf (^ d(x, A)" M^ ||^||<?eN+ \ q \ f K ,G '

ce qui donne, avec (V.1.2) point ii) dans lequel on prend E > E
et on pose A^ = A + A, et C^ = CCi :
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|DM(0xm)(x)[<C,A^ IM„|rf(x,A)||0||^^, \fn^N^

et xEK\A.

Ceci montre, d'une part, la continuité des dérivées de (0 x m) (x)
à la frontière de A et, d'autre part : 110xm||^^ < C^ 11011^0
et implique donc : VK C Î2^ et G > 0 , 3K' C îl^ et C^ , À^
tels que ||0 x m 11̂  < C^ 11011^,0 qui démontre (V. 1.3).

3. Condition suffisante pour le découpage du support
des ultradistributions.

Grâce à l'existence d'une partition de l'unité dans ^(R^M^),
on peut supposer S inclus dans Î2^ . Soient 0E^(Î2^,M^), W^0
le prolongement de Whitney de 0 construit en (V.4), et a^ une
fonction indéfiniment différentiable, de classe M^, égale à 1
dans un voisinage de A et à support dans Î2^. L'application
0 —> ̂  = m x (0 - Q^ x W^ 0) est donc une application linéaire
continue de CD(Î2^,M^) dans lui-même. On définit T^^ et T~ par :

T^) = W) et T- = T - T+ (V.3.1)

T"^ et T~ GCD'(Î2^,M^), montrons que: a) ̂  coïncide avec
T sur Î2^\S~, j8) le support de T'1' est inclus dans S4'.

a) Soit 0e(D(î2^\S~,M^) ; 0 et toutes ses dérivées s'annu-
lent sur S~ et donc sur A , ce qui implique :

W^0 = 0 et T'^0) = T(m x 0).

D'autre part, ( m — l ) x 0 et toutes ses dérivées sont nulles sur
S. Donc, d'après le théorème (IV.1.5) : T((m - l ) x 0 ) = 0 d'où
T+(0)=T(0).

13) De même, si 0 G CD^^S'', M^) : W^0 = 0 donc
T + ( 0 ) = T ( m x 0 ) .
D'autre part, m x 0 et ses dérivées s'annulant sur S : T^) = 0.

4. Ambiguïté du découpage.

La décomposition (V.3.1) n'est pas unique. Soient a^ et a^
deux fonctions à partir desquelles on construit T^ et T^ ; posons
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AT = T^ - T-' et Aû^ = c4 - c^ . On a :

AT^——TdnxA^xW^);

Ao^ étant nulle sur un voisinage de A, il existe un voisinage de
S'1' sur lequel : m x Ao^ x W^0 = Ao^ x W^0 ; d'où

AT^——TCAc^xW^)

AT'1' est porté par A. En effet, si 0 E<3)(Î2^\A, M^) : W^0 = 0
et donc : AT^) == 0. On a évidemment AT"1' = — AT- .

Remarque. — Si A est M-régulier, le théorème (IV. 1.1) s'ap-
plique à AT+ , en particulier si S-" H S- = {0}. AT+ = ^ C^ 6^.

n

5. Démonstration de la réciproque du théorème du découpage.

Procédant par l'absurde, supposons qu'il existe une constante
E > 0 et des compacts K^ C y et K- C S~ tels que, pour toutes
constantes positives C et F, il existe un point x^ E K^ pour lequel:

Inf fE"d(Xi,A)" ^^C Inf (^dÇx^K-r M^) (V.5.1)
AIGN+ v n ! / weN+ v m ! /

• Associé à un tel point x ^ , considérons alors un point x^
de K- tel que : d ( x ^ , K~) = d Ç x ^ , x^) , et prenons pour T une
ultradistribution de la forme: T = ^ ^{S^+S^} , qui est

«GN^ 1 2

de classe M^ si, VA > 0 ^ A1"1 |û^| M)^( < °°, et admet évidem-
n

ment la décomposition T = T'̂  4- T- avec supp T1 C S1 .
•fx 1-Appliquant alors T à la fonction 0^ 2 (x) construite au

paragraphe (IV.5) avec e = û?(;c^, A) (on a alors e > û ? ( x ^ , ^ ) ) ,
on arrive, utilisant la proposition (IV.5.4) et son corollaire (IV.5.6),
à la même contradiction que celle obtenue au paragraphe (IV.5) entre
(IV.5.9) et (IV.5.11), ce qui démontre la nécessité de la séparation
M-régulière de S+ et S- par A.
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