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QUELQUES THEOREMES DE DECOMPOSITION
DES ULTRADISTRIBUTIONS

par André LAMBERT

I. INTRODUCTION

Dans ce travail, on s’intéresse aux ultradistributions construites
sur des classes de fonctions indéfiniment différentiables non quasi-
analytiques. On se propose de répondre aux deux questions suivantes :

a) Soit T wune ultradistribution de classe {M,} de support
S: S=8'US™ A=S8*NS™ #¢®. Sous quelles conditions sur
S, et éventuellement sur {M,}, peut-on construire deux ultradis-
tributions T* et T~ de méme classe que T telles que

T=T"+T ; suppT*CS*.

b) Soit T une ultradistribution de classe {M,}. On sait [1],
[2] que T peut étre décomposée en une série de dérivées de me-
sures: T = Z D" u, (L1), le support des mesures étant inclus

n
dans un voisinage arbitraire du support S de T.

Sous quelles conditions sur S, et éventuellement sur la suite
{M,}, le support des u, peut-il étre pris inclus dans le support de
T, la série (I.1) convergeant toujours dans le méme espace d’ultra-
distributions ?

Au chapitre V, on montre que la décomposition T = T* + T~
est possible si S* et S” ont, 4 leur intersection, des points de
contact d’un type imposé par la suite {M,}, situation décrite par
la propriété de “séparation M-réguliére” de S* et S~ définie au
chapitre III ol nous suivons une méthode connue dans le cadre de
la théorie des distributions [3], [4].
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Au chapitre IV, ou les techniques de constructions de prolon-
gements de fonctions dues a Whitney ([6], [7]) sont largement uti-
lisées, on montre que les supports des u, peuvent étre pris inclus
dans le support de T, si celui-ci posséde une propriété locale de
régularité, trivialement vérifiée pour les ensembles convexes et qui
généralise la régularité au sens de Whitney des ensembles fermés de
R? [5]. Cette propriété est étudiée au chapitre III.

Dans les deux questions étudiées, il se pose un probléme de

stabilit¢ : T" et T~, ), D" p, appartiennent-ils au méme espace
n

que T ? On peut répondre par I’affirmative pour un ensemble assez
large de suites non quasi-analytiques étudiées au chapitre II ou I’on
construit une suite de fonctions a supports compacts dont les pro-
priétés (supports, dérivées) sont essentielles dans la construction de
fonctions @~ par le procédé de sommation de Mittag Leffler (uti-
lisé au chapitre IV).

Dans un article en préparation, on donne quelques applications :

— application du découpage des supports a la construction de
séries des perturbations renormalisées issues de théories quantiques
des champs locales et a lagrangiens non polynomiaux (Epstein et
Glaser [9], [10]).

— grace 4 la décomposition en mesures, on peut, par I'intermé-
diaire de la transformation de Fourier-Laplace, montrer I’hypo-
ellipticité de l'opérateur d’onde dans les espaces d’ultradistributions,
et donner une caractérisation compléte des ultradistributions a sup-
ports coniques en termes de fonctions analytiques dans des tubes.

Donnons briévement la définition des espaces fondamentaux
pour lesquels on pourra consulter [1], [2], [11], [12], [13], [14].

Soit {M,} nE€N* une suite strictement positive. Soit u un
ouvert de R” et A une constante strictement positive ; on désigne
par &(u, A, {M,}) lespace vectoriel des fonctions ¢ définies sur
u, a valeurs complexes, indéfiniment différentiables dans u et
vérifiant :

D" ¢(x)
AInI M

In|

191, = Sup (Sup )<e (L1)

xEu
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on |nl=n+n,+...+n,; n=(ny,n,,...,n);

olnl
Dt —m—m™ .
oxl, ..., 0xlY
La topologie de &(u, A, {M,}) est définie par la norme ol A
qui en fait un espace de Banach.

Soit £ un ouvert de R”. On définit &(2, {M,}) par:
BQ, M) = N (u, A, M,})).

U
wuCCQ A>0

Du point de vue topologique, on prend pour &(£2, {M,}) la
limite inductive suivant A des &(u, A, {M,}) puis la limite pro-
jective suivant u des &(u, {M,}) =A§J0 &(u,A, {M,}).

Les ¢, convergent vers zéro (resp’ : forment un ensemble
borné) dans &(2, {M,}) si et seulement si: Vu; uCCQ JA>0
tel que [¢;ll, , —> O (resp’ : forment un ensemble borné dans
chacundes &(u, {M,}).

On désigne par @D(u, A, {M,}) le sous-espace des fonctions
de &(u,A,{M,}) ayant un support compact contenu dans u,
muni de la topologie définie par la norme (I.1) qui en fait un espace
de Banach.

On définit M(2, {M,,}) par:
@@, M) = _U (0, @ A, M)
On munit @2, {M,}) de la topologie limite inductive des
®D(u,A, {M,}). Du fait que @D, {M,}) est une limite induc-
tive d’espaces de Banach, il suit [1], [2]:

THEOREME (1.2). — Pour qu'un ensemble soit borné dans
D2, {M,)}), il faut etil suffit qu’il soit contenu dans un @u,A,{M,})
et y soit borné.

THEOREME (1.3). — Pour qu’une forme linéaire sur M2, {M,})
soit continue, il faut et il suffit que l'image de toute partie bornée
soit bornée.

On appelle ultradistributions de classe {M,} sur £ les élé-
ments de @'(2, {M,;}) dualde @ (2, {M,}). On munit @'(2, {M,})

de la topologie forte du dual (topologie de la convergence uniforme
sur les parties bornées de @M(2, {M,})-
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@', {M,}) est un espace de Fréchet dont la topologie est
définie par la famille des seminormes :

TE®D®Q, M) ; T, 5 = "qjup< IT(H)1. (I1.4)
u,A

Rappels et notations concernant la formule de Taylor.

Soit f une application € € (R”) 4 valeurs complexes

| 4
| = |-
n! uI=11 n,ts

L - -/ .2
XL de o =lxll= I x,.

u=1

xERY: x" =

Tﬁ.zvz

Le polynome et le reste de Taylor seront notés: x, x, € R,
k€N,

flx) = (T, N () + Ry /() = Eﬁ (—x—-;,ﬁ’)— D"f(xo)-
On a les formules suivantes : ’

Ti(T,f) = Ty f (15)
TERES) = Thf - Thf = RYf — RES (1.6)
DX (TS f) = Ty~ (D) 17
et donc : D*(R}*f) (x) = D*f(x) — D*f(») (1.8)
RE(TS ) =0. (19)

Soit {Mn},IEN+ une suite (> 0), on posera :
M = M (1.10)

)"

II. CONSTRUCTION D’UNE SUITE PARTICULIERE
DE FONCTIONS A SUPPORTS COMPACTS

THEOREME (IL.1). — Soit {M,} une suite appartenant d & ;
il existe une suite {e,lyen, de fonctions indéfiniment différentiables,
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a valeurs réelles positives, a supports indépendants de k, inclus dans
la Boule unité @(0,1) de RY, d’intégrale unité, invariantes par
rotation autour de {0}, analytiques dans le domaine 6%(0,1)\{0}
et dont les dérivées satisfont a : 3 des constantes A,B,C posi-
tives telles que, pour tous n€N’ , kEN,, x ER”

ID" ¢, (x)] < C Al*! BFM®)
ou B nedépend quede {M,}.

L’ensemble des suites & est défini et étudié au paragraphe
(II.1). La démonstration du théoréme est faite en (II.2 et 3), des
applications en sont données en (11.4).

1. Propriétés de certaines suites non quasi-analytiques.

DerFNITION (I1.1.1). — On désigne par & [’ensemble des suites
{M,} n€N, strictement positives, possédant les propriétés (I1I.1,
2,3,4,5)avec My =M, = 1.

(I1.1.2). — {M,} est logarithmiquement convexe: Vn&N, :
M2 <M, , M,,, . Ceci implique en particulier M, M, <M,,, Vn,
kKEN, .

(I1.1.3). — {M,} est ‘stable par convolution”: 3B tel que
M, <B"™*M, M, Vn, kEN,. Cette propriété assure que le
produit de convolution de deux ultradistributions de classe {M,},

dont 'une au moins est a support compact, est une ultradistribution
declasse M, [1], [2], [12].

(I1.1.4). — {M,} est fortement non quasi-analytique : 3IA >0

M M
telque VpEN: Y, - < Ap —&-.
n2p n+i Mp+1

M
La non quasi-analyticité ordinaire : 2 I < oo jmplique

la non trivialit¢ de @ (R”, {M,}) [15]. ROI;mie1;+[l2] a montré que
I’'on ne peut pas, en général, décomposer une ultradistribution a
support ponctuel en une série de dérivées de mesures de Dirac. La
non quasi-analyticité forte est adoptée pour permettre cette dé-
composition.
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(I1.1.5). — La suite M, est “‘trés réguliére” : ceci signifie que

— n
B = Gy
P

que

1
est réguliere [2] pour tout 0 <a< X; c’est-a-dire

est croissante. La régularité de {P,} assure ([2]) que

n n—1

si ¢ est de classe {P,}, é I’est aussi partout ou elle est définie.
On remarque que (I1.1.5) implique (I1.1.2).
ProrosimioN (IL.1.6). — Si  {M,} vérifie (IL1.4), alors, Va:

1 M
0<a< e La suite P, = (—4"’—)07 est non quasi-analy tique.
n!

Démonstration. — Soit xp(x) la fonction caractéristique du

M .
P_ . il suffit de
M.,

segment [p,p+ 1] et flx)= Y x,(x)
p=0

= 1
montrer : j; f(H)t*dt < oo pour 0 <a< X (I1.1.4) implique :
G(x) = f”f(t) dt < A x f(x).

x

G(x) est positive, décroissante, len G(x)=0, et ——CZC Gx)=—f(x);
1 d
G(D=1; Gx)< ™ G(x).

Donc, en intégrant G(x) < _117x » alors :
x
[T ear == [T rdGn) = — (GO —a [T Gle) 2 at
1 1 1
o dt . 1
<\1+tli>n}° (1A + o /: F—_I-I_A——oz <o sia< N

ProposiTioN (IL1.7). — Soit {M,} une suite vérifiant (II1.4)
et (I.1.5). Soient A la constante qui intervient dans (I 1.4) et

M

€e: 0<2< % La suite Q, = —F— est forteinent non quasi
(n!)e

analytique.

Démonstration. — D’aprés (I1.1.6) Q, et P, = sont non

n|2e

quasi-analytiques, et puisque P, est régulicre :
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+
» Q, < (p + 1P, 5 1 .
n>p Qu+1 Pp+1 n>p (n+1)
w dt x 1
D’aprés : f; ive =< Sive la suite (n!)!*¢ est forte-
ment non quasi-analytique pour € > 0.
1 1
C’est-a-dire : 3B tel que: — < Bp ——m
d ,E,, (n+ D P (¥ e
et, par conséquent, Z Qn <Bp- Q
n=p n+1 Qp+1

ProrosiTiON (IL.1.8). — Si {N,} est logarithmiquement convexe

Ny = 1), alors: N:‘/" < En effet, est alors crois-
n—1 n—1
N \n N N
sante, donc : ( 4 ) > n """‘1‘=Nn-
N, _, N, _, N,

ProrositioN (I1.1.9). — Si {N,} est réguliere (N, = 1), alors
_I\i)l/n < N,
= nN

1
n: n—1

N
Conséquence de la croissance de “

n n—1

ProrositioN (II.1.10). — Si  {P,} est stable par convolution
et réguliére, alors : AB > 0 tel que :

P 130
—:'—<B"‘"”‘ —ppT- ; YVEKEN* et n<p.

Démonstration. — Posons p =n + 3; BEN,

=1$'li) (n+B)! _ P n+B'( )6/k
n! P Pog o kI
P, \s/x P k!
d’aprés la proposition (IL1.9): (k_'!‘)"’ < _;;g Cre done:
P,P 1 - P
a= Pn+BkI:B :!;e-kﬁv d’autre part, la suite d, = *n—': est stable

par convolution. Ceci donne :

& <_.lﬂ < BA+k U& < BBk

dn+k dk dn+k k
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ProrosiTioN (IL.1.11). — Soient {M,} wune suite de &

)

1
Q, = n"; ; 0<e< IA (A est la constante qui intervient dans

n
(I11.4)). rEN, et [r_] le plus petit entier > z. Alors, pour

r
Qi o MP
- . 1 .
€ etrtelsque e.r=1, ona: (Qllc/k)[n/r] < B .
, . - n
Démonstration. — Utilisant [—] <n et la proposition
(I.1.10), on a : ’
] k
n! Quum < Btk p® . [n/r]! k1€

(Q’lc/k)[n/r] no ope gilnrle
< Btk M(k) n1Qfr—e) pinfk(e—1jr)
" .

ProposITioN (II.1.12). — Soit {M,}EF ; la suite {0,}définie
1

ar 0, =—— (H > 0) satisfait a :
p k H M;\ & ( ) f
)
k1_1>r2 0, =0 et 0,y <0, <Boy,,

ot B est la constante qui intervient dans (11.1.3).

, . . M, 1
Démonstration. — La suite P, = —7 <0 <a< X) est non

k!
quasi-analytique et réguliére

B (M (500 ey -
P P | S P,
1 sk!'\y& 1 ke 1 1 1
% T H ﬁ) " H F,,) Kok S H e
suite tend vers zéro lorsque k —> oo, En utilisant la proposition
(I.1.9),on a:
( Oy )k - Mk+1 k + 1!)1/(k+1.) >
(k+ DM, \' M,,,
D’autre part, en utilisant (I11.1.3) :

cette derniére

Ok+1

( 0y )k _ My, fEH 1!)1/(k+1) 1 < M.y < B
Ok+1 M, M., k+1 M,
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2. Etude d’une suite de produits infinis.

Dans ce paragraphe, on montre le résultat suivant :

LemME (IL2.1). — Soient {M,} une suite & et {Q} Ien-

B2
semble des suites définies pour k<N, par: QL"] = (Qllk)n Q,,
1 2k
oot 0<e< 2 ot A et B sont les constantes

n'e

avec: Q, =

qui interviennent dans (IL1.3 et 4). On peut construire une suite
{I'y} k€N, de fonctions entiéeres de ZE€C satisfaisant aux es-
timations :

G VZeD={|Z€C| |x|=|y|} ona:
1
ITW(Z)) > o exp {Q¥T (1x 1%}
(ii) Pour les valeurs réelles x de Z, ona :
ITp(x)| < exp(4A Kk |x])
(A, nedépend quede {M,} etde ¢€).

Note. — Conformément aux notations usuelles [1], [2], [11]:

un
exp {Q*1 (u)} = sup (_[—k]) C’est une fonction croissante,
neN, Qn

continue pour u > 0 si, comme c’est le cas ici, elle est construite
a partir d’une suite non quasi-analytique [15], et qui tend vers infini
avec u.

; . Q
Démonstrationde i). —Posons : q, = ———: &, = \/Gy,92p41 >
12k Qns
C, = Q" et:

‘ . o iC, Z LG Z
zec.rk(Z)—rk(Z).Pk(Z)—ngk(1+————an )pgk (1 - )

1
Les fonctions TI',,T,.T; sont entiéres (2 —< oo) de
n
type exponentiel nul ([1] p. 100) et leurs zéros sont situés sur I’axe

a
ReZ=0:x=0; y=iC—"’ n=2k.VZ=x+iy€C, on a:
k
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_ _ ¥C\2 | x*Ch yCi\2  x2C2
N@i= T \/(1 - )+ e (1+ 09.) +

n

2 (2
S 1 [x| Ck>
n>k o2 ’
n
Z2C?
D’autre part, dans le domaine D = {Z|x? — y2 > O}:l 1 +—; k=1
T, (Z) satisfait donc a : %n

| 1xP7C2" Qyy |

( [x|" Cy )2

[T (Z)| = Sup = Sup
neN, Qg Apeyys e v s Ageapy n l Qzn+2 3
1 S !xl C,\2n 1 ?
et,avec (IL.1.3) : IT(Z)| = S —)" —
Démonstration de ii). — On a /4y, Gones = Gon = Qan et,
2n—1
d’aprés (I1.1.8) : C, < Qi utilisant la non quasi-analyticité
forte de Q,, : 2t
1 Q 1
Ce 2 S
n>k \/Qypn Qan—1 Qar—1 n5>2k 4n
< (Ao 2k Q”“) = 2 Ak
Qzr—1 2%

1

)= I (1+x;§i)< 1 (1+&—'i‘—')2 Vx €R

et, par conséquent,

: 1
I (x) < exp (2 Ix1Cp 2

n>k V921 Q2n+1

LemME (I1.2.2). — Soit {M,}E€F . Il existe une suite {P,}
k€N, de fonctions analytiques dans un ouvert w CC contenant
le segment 1—1,0[ et satisfaisant a : Il existe des constantes A,
et C tellesque: Yx€1—1,0[, n et kEN,

ID"®, (x)| < C A7 B* M®

ou B nedépend que de la suite {M,}.

)<exp(4Aok|x|).

Démonstration. — Les fonctions I', définies plus haut dépendent

1 . Mn 3
de € (0 <e< EX) puisque Q, = e en dépend.
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1
O Z)y=—ou Z€C;reN t:
n pose U(Z) 7z 11y ou D .+ €

1

D (2) = ——-
K2 (T, W) (Z)

1
Désignons par L la famille, lorsque 0 <h < 5 des losanges ou-

verts CC construits a partir des points Z=0, Z =—1 et tan-
1 h . 1
gents au cercle de centre Z = — 3 et de rayon 5 soit ¢ le 2

angle au sommet (Z = 0) de ces losanges.

On a: sing=h; cosgp=+/1—h% et cos2¢p =1 — 2h?.
Posant Z = p, e'®1 = p, ¢’®2 — 1, on a, dans un losange quel-
conque de la famille L: |[cos(®, + ¢,)| > |cos2¢|=1—2h% et,
1 | 1 — 2n?
>
ZZ+D|” pp,
on peut choisir 4 assez petit (disons h,) pour que l’'on ait dans
2 T
le losange I, correspondant: cos(r(¢, + ¢,)) > —2—= cos 5
L’application U : Z—> ¢ envoie alors tout point Z€&€/,
dans le domaine E = {{€C| |Re| > [Im|}.

Donnons une minoration de |Re W(Z)| pour Z€!/ . On a:

IReWZ)| = [cosr(d; + ¢,)1. WZ)| > \/—27- [U(Z)|

par conséquent : ,@e ; pour tout rEN,_,

|y' h2 x2 x2
—;2—-\/___'._____)7<h, donne : y2<—1—L_—h-3—; donc x2+y2<1_h3
D’autre part, [Z+ 1> =(1—|x)?+y2<1+?< T et,
, 1 \r_ (1—h2y ’
par conséquent (W‘*‘—ll> > T .
Il existe donc une constante A, telle que, pour tout Z€], :
1
IRe WZ)| > A, N > A (I1.2.3)
X

L’appiication U: Z—¢§ envoie donc toutpoint Z de I,
dans le domaine E, = {{ €C| |Ref| > [Im]| et |ReS|> AT},
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E, étant disjoint de I’ensemble des zéros de (I'y oU)(Z), la

r

1
fonction ®,(Z) = ——————= est analytique dans [/, ou, d’aprés
g (T, o) (2) yid P

le lemme (I1.2.1)i), elle satisfait a :
|®,(2)| < B* exp {— Q¥ (IRe U(Z)*)}

et, puisque exp {— QI¥1} est une fonction décroissante :

_ Q& ((T’;‘_')z) % . (11.2.4)

Pour estimer les dérivées des ®,(Z) en un point u du segment
réel 1—1,0[, on applique la formule de Cauchy au cercle y de
h, lul

|®,(2)] < B* exp

centre u et de rayon ; @, (u) étant symétrique par rapport

1 1
au=-— 5 il suffit de faire le calcul pour u € l:— R O[ .
n! P, (2) I
D" ® = —r g7
l k)l |

e M

< n_’ i)n 1 f2n
2w \h, ful® Jo
Soit, avec (11.2.4) :

|an>k<u)l<n!(gz‘) B Sup, _""‘” Q‘”(( 9)4)-

r

- QI¥l n n
Si QL"] = —2_ ¢t [—] est le plus petit entier = > on
r

(A7) 2r
-()1).

a,pour 0<u<l:
Le dernier facteur est, par définition [1], [2], [15], la “‘régu-
larisée convexe par l'intermédiaire des log” de la suite {QL"]}neN

exp

1
U[n/2rl

2
ID"®, ()| < n! (Z_) B2*  Sup
r

o<v<1

n
(pour la valeur [2—] de l’argument) qui, puisque cette suite est
r

(comme Q,), logarithmiquement convexe, est égale a Q“‘]

[nj2r] ©
2 \n
2k [*]
h,Af’) B™ Quuyary -

ID"®, (u)] < n!
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o [ <2[2] <]

2 2n
Ceci donne : QE:/]M = (-(%/T)WM 20n/2r] < %T/'z%:{/irl]'
2k 2k
Prenant alors » et € telsque r. e = 1, on obtient :
Q[k] < B3nt2k glzk) < B3n+2k Mg_kz
(n/2r] n! n!

et, par conséquent : |D"®, (u)| < ( >
h, A,

Ceci achéve la démonstration du lemme (II.2.2) qui généralise
un résultat de Dzanasija [8].

3. La suite des fonctions e, a supports compacts sur R”.

A vpartir des P, construites au paragraphe précédent, on
définit la suite de fonctions b, :
0 pour x <—1
b(x)=1{ P, (x) pour —1<x<0
0 pour x>0
b, est une suite de fonctions positives, nulles ainsi que toutes leurs

dérivées pour x =0 et x = —1, et prolongeables analytiquement
dans un voisinage complexe de 1—1,0[ .

On définit la suite de fonctions a; par:

[ buwyar

ak(x)=—0——- pour —1<x<0 et:
[ b (n)dt
a(x) =ap(—x) pour 0<x<1 et g,(x)=0 npartout ailleurs.
Les a, sont des fonctions indéfiniment différentiables sur R,
positives, paires, vérifiant a,(0) = 1 et Vn:D" ¢, (0) = 0.
D"~ p, (x)

[ bty ar

Donnons une estimation des dérivées : D" g, (x) =
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b,(x) est symétrique par rapport a3 x = — % et prend en ce point
sa valeur maximum ; donc :
1 1 1 1
[ b (ryar > b (- Z)_ > 2% (~7)
1 1 . 167
- ey e M ET 3
k k
2 ngk (1 + o(i )

La partie ii) du lemme (IL.2.1): b, (—- :11-) = exp (—4 A Ek)
donne, avec le lemme (I1.2.2) et la proposition (I1.1.10) :
Vn, kEN,: |[D"q,(x)| < C, B¥ A7 M®P (IL3.1)
avec C, = 2CB et B, = B* exp (4 A E).

On définit alors la suite {f;},en, d’applications de R” dans
R* : *
par : )
£ =a(Y x?) (113.2)
i=1

fk(x) )
[ ave

Le support des e, et f, est inclus dans la Boule unité ¢3(0,1)
de RY. Ces fonctions sont positives, analytiques dans le domaine

@0, D\{0} = {x]0 < Y x} <1} et invariantes par rotation au-

et la suite {ek}kEN+ par: e (x) = (11.3.3)

tour de ’origine.

Si w,(u) est le volume de la sphére de rayon u dans R”,

1 1y 1 1
ona: [ f(Nd’t>a, (5) wv(ﬁ) =3 wv(—z—).
Cette estimation, et la formule donnant la dérivée n°™¢ d’une

fonction composée, nous conduisent aux estimations suivantes :

Il existe des constantes A,B,C positives B ne dépendant que
de la suite {M,} € J) telles que, pourtout x ER”, kEN_, n€ N :

ID" e, (x)| < C A" B¥ M,,,,(k) (I1.3.4)

et, puisque les fonctions g, sont analytiques sur le segment ]0,1]
on obtient pour e, : V Touvert C@B(0,1)\{0} il existe des
constantes A,,C, tellessque Vx€Q,n €N} :

ID" e, (x)| < C, A" |n]! (I1.3.5)
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4. Construction de suites de fonctions subordonnées
a un ensemble fermé de R”.

Soient S un ensemble fermé de R”, {M,} une suite €F et
0, une suite positive, décroissante, tendant vers O lorsque KEN,

1
tend vers linfini, définie par 6, = ————, ou H est une cons-
Mk>1/k
tante positive. k!

On désigne par {Sk}kEN+ la suite d’ensembles de R’ suivante :

S, = 3x€R"|d(x,S)<;—k€ ; d(x,S)=x;2£ d(x,x").

Soient xg, la fonction caractéristique de S, ., et e, la fonc-
tion d’intégrale unité définie a partir des e, (I1.3.3) par:

€4, (x) = (Ui) ek(4—x). (11.4.1)

k Oy

1 M
Les relations — < H” ( k )V< H” B”*  donnent, pour
Ok M,
les dérivées de e, :
1C,.G,,B, (constantes positives: B, ne dépendant que
de {M,} et ») telles que :

VxER’, kEN,, nENY: [D"e,, (x)| < Co(HGy)" BE M,,,.
(11.4.2)

Définissant la suite {97} par: RWF(x) = (Xs, * €o,) (%),
on obtient :

ProrosiTiON (I1.4.3). — Les fonctions ‘2&92 € @*(R") satis-
fonta :
() 0<Wi(x) <1
(1 Vxta. d(x,S)<f2£
(i) We(x) =
( 0 Vxtq. d(x,S) = o,
(iii) 3B, > 0 et V le compact K CR”,3C,,G, tq.VxEK,
kKEN, et n€N;:

C, G By M%)
1 1 inl _ C,H Gl)lnl B’; M

D w95 ()] < ==L
k
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D’apres (I1.1.12) : 0y, < 0, <Boy,,, ona:

-ProrosiTioN (11.4.4). — Les fonctions (‘Z&‘)i — ‘l&‘)iﬂ) satisfont
pour tout kKEN_ a:

d(x,S) =0,

Q) R0 -, )(x)=0 Vx tq.

(1)
dx,S) < X
x.9=< 3y

(ii) et, avec des constantes différentes, a des inégalités ana-
logues a (I1.4.3, iii).

Rappelons, en le complétant, un résultat de Whitney (voir [7]).

LeMME (I1.4.5). — Soit S un ensemble fermé de R”, {M,}
une suite € g, on peut, pour tout kEN,, construire une suite
{0k ;) de fonctions possédant les propriétés suivantes :

(i) les ¢ ,; ont des supports compacts indépendants de k
elles appartiennent a @~ (R”\S), sont positives et telles

que Y ¢ (x) =1 VUx&S.
]

(ii) tout compact C R”\S intersecte seulement un nombre
fini de supports de ¢, ;.

(ili) il existe des constantes positives F, et Gy telles que
VnEN!, et x ER”\S:

X D¢, ,(x)| <EfGIMd(x, 9" M)
)

In| ~

(iv) il existe une constante C indépendante de j, k, S, telle
que : diam(Supp ¢ )< C d(Supp br,j s S).

"Ces résultats (a ’exception de iii) qui doit étre précisé), sont
montrés par Whitney pour le cas d’une suite de fonctions 9 (au
lieu de ¢, ;) construite a partir d’une seule fonction ¢(x) € €7 (R").

Si y; est le centre d’un cube Cj d’aréte Si <d(y,.,S) et
X — .
y;(x) = ¢(——ZL> , Whitney montre :
S.
)
In|

ID" ;(x)| < Sup |D" ¢(x)] 7

(TISW (11.4.6)
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On remplace ici x[/i(x) par la suite :

X -y,
Vi () = (% * €,0) (—)
5i
ou e ,(x) =e¢ (£> ; e, est la suite définie en (I1.3.3), a une cons-
’ a
tante >0 et ¥x,(x) la fonction caractéristique d’une cube de

coté b choisi convenablement. On a alors, 4 la place de (11.4.6) :

1
Inl gk (&)
IDn ‘pk,i(x)l < A2n B2 Mlnl a’(x S)Inl

La suite ¢,(x) = ¢;(x)/}, Y,(x) utilisée par Whitney est

(IL4.7)

) j=1
remplacée par : ¢k,,-(x) = \pk,i(x) QI:II (1 - x[zk,g(x)) qui au voi-

sinage de chaque point n’a quun nombre N au plus de facteurs
différents de 1. En effet, il existe NEN, tel que tout x &S
posséde un voisinage qui n’intersecte que N supports de Wk,j-
La formule de Leibniz donne alors iii) avec Fj = BI; .

Définissons la suite des x; € S et pour x ¢S le point x* €S
par:
d(S, Supp ¢, ;) = d(x;, Supp ¢ ;)
d(x,S)=d(x,x*)

Comme conséquence du point iv) du lemme (I1.4.5) on a [7] :

ProrosiTioN (I1.4.8). — Il existe deux constantes C,; et C,
indépendantesde j, k,S tellesque Vx € Supp b j

d(x,x;)<C, d(x,S) et d(x*, x)<C,d(x,5).

III. SUR DEUX PROPRIETES DE REGULARITE
D’ENSEMBLES DE R”

On expose ici deux propriétés de régularité d’ensembles (que nous
prendrons fermés) de R”, introduites respectivement par Lojasiewicz
[3], [4] et Whitney [5], [16] p. 98, [17] p. 19.
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1. Définitions et propriétés.

DerINITION (II1.1.1). — Soient S*,S™, A des ensembles fermés
de R”; {Mp,en, une suite positive (M, =n!). On dit que S*
et S~ sont M-réguliérement séparés par A si STNS™ = ¢ et
A = o ou bien si: pour tous compacts K* CS*, K™ C S~ et toute
constante positive E, il existe des constantes positives C et F
telles que pour tout x € K on ait :

Inf (E"d(x,A)"

neN,

)<c Inf Fd(x,K™)" )

Cette propriété est symétrique par rapport & S* et S~ (voir

[18]).

Dans ce qui suit, on prendra A=S8"NS" et (MJIEF;
Notons que la propriété (III.1.1) est vérifiée par tout couple d’en-
sembles de R” si M,, est la suite analytique n!.

DEerFINITION (I11.1.2). — Soient S un ensemble fermé de R”,
{M,},en, une suite positive (M, =n!). S est dit M-régulier si:

() Vye€S, il existe un nombre p > 0 tel que tout couple
de points (x,,x,) de S appartenant a G(y,p) puisse
étre joint par une courbe rectifiable située dans S .

(ii) VE >0, il existe des constantes positives D,G telles
que, pour tout couple (x,,x,) appartenant aun @B(y, p) :
Inf (E 10x, . x,)" —) <D Inf (G"dlry.x)" —’7)
ou l(x,,xz) est la longueur de la courbe joignant x,
a x, et B(y,p) la boule fermée dans R” de centre y
etde rayon p.

On peut faire les remarques suivantes :

(i) Tout ensemble convexe est M-régulier pour toute suite
M, positive.

(ii) Tout ensemble localement connexe par arc rectifiable est
M-régulier pour la suite analytique M, = n!. Plus bas, on utilise
la M-régularité d’un ensemble fermé S pour obtenir des majorations
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des dérivées d’une fonction Wg¢ (qui est un prolongement hors
de S d’une fonction ¢ de classe M,) en fonction des dérivées de
¢ dans S. Silon tient compte de ii), il n’est pas surprenant de cons-
tater que cette opération est réalisable indépendamment de la forme
de S si ¢ est analytique dans S et que I’on prenne pour Wg¢
son prolongement analytique en dehors de S.

(iii) Si S est un ensemble M-régulier et (S*,S™) une par-
tition de S (S = S*US™), alors S* et S~ sont M-réguliérement
séparés par A = S* N S~ et 'on pourra vérifier qu'une ultradistri-
bution TE®D' (R”, M,) ({M,} €F) dontle support S est M-régulier
peut &tre décomposée T =T" + T~ avec T* €D (R",M,) et
Supp T* € S* ; la propriété de M-régularité réduisant cette véri-
fication a la décomposition du support d’une mesure.

2. Application de la propriété de séparation M-réguliére .

LemME (II1.2.1). — Soient S* et S~ deux ensembles fermés
de R?, M-réguliérement séparés par A =S*NS™ et {M,} une
suite €& ; on peut construire deux voisinages U" ouvert et V*
fermé de ST\A dans R"\A tels que :

(i) U™ = R’\V* soit un voisinage ouvert de S \A dans
R"\A ;

(i) VFUA et S™ soient M-régulierement séparés par A ;
et une suite de fonctions {wm,} qui satisfassea :

(iii)) VEEN, w, €C”(R"\A) et O, (x)<1;

- (0 Vx€U~
m, (x) =
g (1 vxeut

(iv) Il existe b > 0 ne dépendant que de {M,} et pour tout
compact KC R” des constantes positives c¢ et a telles
que : Yx EK\A et n€N]

ID" m, (x)] < ca™ b* d(x, 7). M®

Inl*

Démonstration. — Sans nuire a la généralité, on peut supposer
que pour tout x €S*: d(x,S7) < 1.
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DEFINITION. — On désigne par S; les ensembles suivants :

+ « + l — 1 )
S, = (xES 5 <dx.S) <o

=ld(Sp,S—):
t. "

H, (resp*: H, H)$ 5 . )
v t. — N

= !'x€R"|d(x, S) (resp _.<3e < )’

(

. 1 o 1

On a: d(S,.87)= Ingd(x S7) = 5 d’ot & = 35 ot
+ + . + 12

pgv+SP—S\A,SPCH'pCHpCHP.

et, posant €

Si 'on définit: V' = UHp , on construit ainsi un voisinage
p
fermé de S*'\A dans R”\A qui satisfait & i). En effet, pour tout
1

PEN, ettout x€EH,, ona: d(x,587) = %; >0.

— Pour montrer ii), il suffit de trouver deux constantes positives
0 et n telles que, pour tout x € V', il existe un x’' € S* donnant
lieu aux relations: d(x,A) <0 d(x',A)etd(x',ST)<nd(x,S7).

e Soit x€V*,3p tel que xEH,. Prenons alors x'€S"
tel que d(x, x') = d(x, S;), alors :

1
d(x,A)<d(x, S;) +d(x',A) < 5 d(S;, ST)+d(x',A)

%d(x SH+d(x',A) < —d(x',A).

D’autre part, .
d(x',87)<d(x,S,) +d(x,87) < 5 d(S,.S7) +d(x.8)
< % d(x'.S7) +d(x.S)

dott: d(x',S7)<2d(x.,S7).

e Pour la construction des fonctions m, , on a besoin des
quelques résultats élémentaires suivants :

x' €S’ tel que

— Soit x un point quelconque de H,, M

d(x,x")=d(x,S;); ona:
d(x,S7)<d(x, S;) +d(x'",STH)<R2B+1) €, - (I11.2.2)
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1
— D’autre part, pour x€H_ , ona: d(x,S7) = 2—{37-
Soit, alors, x, €H,, x,€H,,,. Ona:

C ) |
d(xy,x)=d(x,,87) —d(x,,5) > = 2ﬁp+q)

d(Hp, H,,,) estdonc > 0 pour ¢ > 1 puisque = 3.

/2

— Soit {e;} la suite de fonctions construites au théoréme (II.1).
Définissons alors :

ek p(x) = (:—p)” e (%’f) D fiep () = 1= (%, % € ) (%)
p

ou X, est la fonction caractéristique de H[', . Et:
m,(x)=1-— II1 S p(X).
p:

Les fonctions fk,p sont égales a 1 sur R”\Hp, a zéro sur
H;’ et indéfiniment différentiables sur R”. Puisque d(H,,H,,,) >0
pour g > 1, tout point x € R"\A posséde un voisinage dans lequel
tous les f, , sont identiques & 1, sauf deux consécutifs au plus.
Les w, sont donc indéfiniment différentiables sur R*\A.

e La partie iii) du lemme (II1.2.1) est évidente, montrons la
partie iv) :

— Soit x appartenant a4 un Hp quelconque. Il existe un voi-
sinage w de x dans lequel on a, pour tout n €N :

D" w1 (%) = D"(fi p_y (%) fio p(X). Fie pay (X)) -
Or, d’aprés le théoréme (II.1). pour tout compact K CR”, il

existe des constantes positives C, A,, telles que x€K, n€EN":

3 \Inl
ID" £, () < C AP B* (=) " ME).
p

L’estimation iv) est alors obtenue par la formule de Leibniz, la
1 28 + 1
convexité logarithmique de {M,} et la relation — < 8

e d(x,S)
pour xEHp. b
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3. Application de la propriété de M-régularité.

{M,} étant une suite non quasi-analytique, “stable par convo-
lution” et S un ensemble fermé (C R”) M-régulier ; soient L un
compact de R” et u,,u, deux constantes (=1) telles qu’a tout
x €L on puisse associer deux points x,,x, €S satisfaisant a:
dx,x,) <p,d(x,S) et d(x,,x,) <, d(x,9S).

Ces conditions étant données, on se propose de démontrer le
lemme suivant :

LeMME (II1.3.1). — Quels que soient le compact L CR”Y et
A >0, il existe un compact K CS et des constantes positives
A,.B,.C, telles que, si ¢ <€ &(R”, A,M,) alors VxEL, kEN,:

A)' By M, d(x, S)¥—"
(k—In})!

ID" {(Ty, 9) (x) — (Ty 8) ()} < Co N8l 4

pour |n|<k; et =0 pour |n|>k.

Les notations concernant la formule de Taylor sont rappelées
en (1.5 4 9) ; montrons d’abord un lemme préliminaire.

LeMME (I11.3.2). — Soient K, un compact de S et A>0.
Il existe un compact K CS et des constantes A, ,B,,C, positives
telles que : V' le couple de points (x,,x,) €K,, ¢ €ER”, A, M,),
SENY ;|s| <k, onait :

AV BYM, d(x,, x,)k1!

s pk
ID*(Ry, 8) (x,)I < Cy 19l o (k—1IsD!

D’aprés une démonstration due a Whitney [5] (pour les détails
voir [18]), il suffit de montrer (III.3.2) dans le cas o x, et x, ap-
partiennent 4 un méme @(y, p) (les boules qui interviennent dans
la définition (II1.1.2)).

Ces deux points peuvent étre joints par une courbe rectifiable
C(x,, x,) de longueur I(x,,x,) située dans S et pour laquelle
Whitney [5] a aussi montré la formule suivante :

Si p=>|s| et u désigne labscisse curviligne de C(x,, x,):
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D*(Rf, ¢) (x2)1
= X 5 fc( , X2 —x(w)® d(D***¢(x(u)))  (I113.3)
161=p—isl 9° X15%y

ap—lsl l(x x )p—|s|+1
N S 14 < 1° 2 q
et: ID'(RE 6) (x,)l Y sup D¢ (x))|

lgl=p+1
ou a est une constante qui ne dépend que de la dimension v de
Iespace et K un compact de S qui contient les lacets reliant les
couples de points (x,, x,) de K, d’une méme boule 63,..

Prenant alors p =g + |s| (g €N,) et utilisant la relation
M., < B"'? M, M,, on obtient, pour ¢€ &R",A,M,):

ID* (RE19) (x,)]
< C(AB*)' M, I ¢k o

(@AB*)? I(x,, x,)* M, )

q! f

La décomposition de Taylor ¢(x) = (Th¢) (x) + (RE4) (x)
étant indépendante de p, ona:

(RE®) (x) = (RE9) (x) + {(TE¢) (x) — (Ty6) (x)}.
Donc, avec p = |s| + g :
ID* (RS, 8) (x,)]
< Inf (ID*(REM9) ()| + IDUTH™'9 — Ty 6) () (IL3.5)

(1I1.3.4)

on a, pour le dernier terme de (1I1.3.5) :

ID(TL ™0 — TS 9) (x,)]

_ 1
= D (x—‘—'x—2)- Do (x,) | (I11.3.6)
min(q,k—Is)<|I|<max(q,k—Is|) I
' aABY d(x,,x,)'M
< (AB)IM,,, 0ll, , (@AB) dxy, x2) My
A T
min(q,k—|s|)<I<max(q,k—|sl) .

: t'M,
Le dernier facteur de (II1.3.6) est de la forme : 2 T
’M rl<r<r2 r.
L est convexe :

pour ¢ > 0 lasuite r —
r!

M, QY M, I\r
> = < sup ; t z (5)

!
r <r<ry r. ry<r<r, r. r<r<ry

S @2nn M, + 2" M,J)
ry! r,! )

<C
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et, par conséquent (avec d(x,, x,) <I(x,, x,)) on a, pour (IIL.3.5) :
ID*(R, #) (x2)| < C"(AB*)"' M, lI bl
( (2aAB d(x,, x,))k!s! M, s + Inf ((4aAB2)‘7 10y, x,)? Mq))
( (k—1sD! qEN, q!
D’aprés la définition de la M-régularité (III.1.2), il existe des
constantes D et G indépendantesde x; et x, tellesque :

(aABT 10y, 2 My) ¢ p 201" My g ey,
D

Prenant p = k — |s| et utilisant la relation M, M, _ | <M, ,
on arrive a lestimation du lemme (II1.3.2) dont la démonstration
se trouve ainsi achevée.

Inf
qEN, q!

Pour démontrer le lemme (IIL.3.1), on applique la formule de
Taylora (R{ ¢) (x) etlarelation : R (R{ ¢) = R{ ¢:

(R, 9) (x) = (T (Ry 9)) (x) + (RY ¢) (x)
ce qui donne : (T',:2 o) (x) — (T';l ) (x) = (T)'j2 (R',ﬁ1 ) (x) c’est-
a-dire, pour tout n € N? :
ID" (T, 9) (x) — (T§, 8) ()}

< (@d(x, x,))s"

IsI<k |s—n|!

IDS(R,'ﬁl ¢) (x,)]

Il suffit alors d’utiliser les résultats du lemme (II1.3.2) et les relations
dlx,x,) < p,dx,S) , d(xy,x,)Su,d(x,S).

IV. DECOMPOSITION EN MESURES DES
ULTRADISTRIBUTIONS A SUPPORTS M-REGULIERS

1. Enoncé des résultats.

Le théoréme principal de chapitre IV est le suivant, qu’on pourra
rapprocher du théoréme XXXIV de L. Schwartz [16] valable pour les
distributions.
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THEOREME (IV.1.1)

(i) Si SCRY est un ensemble fermé M-régulier, {M,}E€F
toute fonctionnelle TE®D' (R¥,M,) portée par S peut étre
décomposée en une série convergente de dérivées de mesures
portées par S :

gT = 2 D"w 5 (T = D"u, si S est compact)

nenN’ nen?
™ ent *

supp i; , € S

(ii) Réciproquement, si S satisfait @ la condition i) de la dé-
finition (II.1.2) avec {M,}E€ &, et que tout TE®D'(R*, M,,)
porté par S admette la décomposition (x), alors, S satisfait
a la condition (ii) de (II[.1.2), c’est-a-dire que S est M-
régulier.

Pour montrer la partie (i) du théoréme (IV.1.1), il suffit,
d’aprés le théoréme de Hahn Banach, de montrer, sous les hypo-
théses admises, que : VA >0, 3C tel que, lorsque ¢ parcourt
@'(R”, A, M,) on ait :

IT(p)I < Clldlls 4 - (Iv.1.2)

Pour cela, on construira au paragraphe 4), a partir d’une mé-
thode due a Whitney [5], [6], [7] complétée au paragraphe 3), une
application ¢ —> Wg¢ donnant lieu au théoréme :

THEOREME (IV.1.3). — Soit S un ensemble M-régulier, {M,} € & ;
on peut construire une application linéaire et continue ¢ —> Wg¢
de &(R”,M,) dans &(g,M,) (ou Qg= {xE€R”|d(x,S)<1})
satisfaisant a :

(i) VnEN) :D"Wgolg = D"¢lg
(i) Si YVnEN] D"¢|g =0, alors: D"Wgp =0
(iii) V le compact LC Qg et la constante A >0, il existe
un compact K CS et des constantes positives A,,C,,
telles que, lorsque ¢ parcourt &(R”,A,M,), on ait:
W8l a, < Co ll9llx s
(iv) Si ag€ &R, M,) est telle que :
(O endehors d’un ouvert Qg C Qg
as(x) = (

1 dans un voisinage Qg de S
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alors, en remplacant (Wg9) (x) par ag(x).(Wg¢) (x), [lappli-
cation considérée est linéaire et continue de (R”,M,,) dans
@D (g, M,) et vérifie (i), (ii), (iii).

Alors, d’aprés le théoréme (IV.1.4) suivant, démontré au pa-
ragraphe 2 :

THEOREME (IV.1.4). — Soit TE®'(R*,M,) (ou &'(R*,M,)),
M, }ET; si ¢ est identiqguement nulle sur le support S de T,
alors : T(¢p) =0.

On obtient, lorsque ¢ parcourt GX(R”, A,M,) (en désignant
par L le support compact de og.Wg¢): T(og. (Wgp — ) =0
et donc :

IT@)] = IT(asd)| = IT(es. Ws8)| < C; llas. Ws ol o,
<C, Gy IWgdlly 5, SC,CoCy liglls  , Clestrdire (IV.1.2)

La partie (ii) du théoréme (IV.1.1) sera démontrée au paragraphe 5).

2. Fonctions nulles sur un ensemble fermé, applications.

Soit F un ensemble fermé de R”, on s’intéresse ici au com-
portement dans S = {x €R”|d(x,F) <1} des fonctions
¢ € C°(25) qui s’annulent ainsi que leurs k premiéres dérivées
(plus bas : toutes leurs dérivées) sur F (k <p).

Soit x un point de Qp, désignons par x* un point de F
tel que: d(x,x*)=d(x,F) et par s(x,x*) le segment de droite
(contenu dans ) joignant x a x*.

ProposITION (IV.2.1). — Pour tous n€N%, g EN, vérifiant
In| +q<ket xEQg, ona:
v? d(x, F)ytl
ID"¢(x)| < ————— sup |D"7¢(y)].

q! yEs(x,x*)
Irl=q+1

Pour la démontrer, posons A(¢) = (D"¢) (x* + t(x —x*));
d
t€R. On a donc pour ln|+q<k:(5)q NMO) =0 et

d
(5;)" MD= X (x—x*D™6(x) ot, 4 Taide dintégrations

Irl=q
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par parties successives :
d\q+1
1 —uw)?(— Nu)d
j° (1 —u) ( u) (w) u‘

q' 0<u<1

IA(t)] = :
q!

( q+1 )\(u) '

Le résultat cherché est donné par |A(1)| = |D"¢(x)].

e Soit K un compact inclus dans F,
Ki ={x€R"|d(x,K)<§;5<1}.

Appliquant (IV.2.1) pour g et n quelconques et kK = oo, aux
p €&, M,) ({M,} %) quis’annulent avec toutes leurs dérivées
sur F, et M,,,,, <B"??"'M, M, (IL1.3), on obtient :

ProrosITiON (IV.2.2). — Quels que soient le compact K CF
et la constante A > 0, il existe des constantes positives A,,C,,E,,
telles que: si €&, M,), ”¢”K5,A <o, D"z =0 VnENY.
Alors VneEN] et Vx€K; :

M
" < C,A"M,, Inf (E¢ d . 4
ID"¢(x)| < C,A" ”%éﬁ+( L d(x,K) q!) 16ll, A

LeMME (IV.2.3). — Vo ED(R*,M,) (resp' &(R*, M,)) de sup-
port K, identiquement nulle sur un ensemble fermé F, il existe
une suite ¢,f de fonctions égales a ¢ sur des voisinages de F et
qui tende vers zéro dans @D(R”,M,) (resp' &(R”,M,)) lorsque

k —> oo,

De ce lemme, suit le théoréme (IV.1.4)
TE®'(R”,M,), supp TCF, on a, pour tout

kKEN,: T(¢) = T(¢;)=0.

; en effet, si

Pour montrer le lemme (IV2 3), prenons pour ¢F la suite :
¢>,f(x) W, (x) o(x) ou ‘Z&‘)k est la suite définie en (I1.4) et sa-
tisfait a la proposmon (I1.4.3). On a évidemment : ¢£(x) = ¢(x),

Vx telque d(x,F) <—

La partie (iii) de la proposition (I1.4.3) et la proposition (IV.2.2)
donnent :
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ID"(WE(x) d(x)| =| ¥ () DW;(x). D"¢(x)|
a+p=n
<C,Bf quan+ (Ef d(x,F)? —>I|¢IIKA X )G AP M M,

atf=n
Or, ‘W,f(x) n’est différent de zéro que si d(x,F) > &, ; on adonc,
pour tout x € supp ¢5 :

M E \x
Inf (E?d(x,F)? q)<E"d( ,F)f —k <( )

qEN+ H
. n F < (Bl El k In}
donc: |D"(RR.(x) ¢(x))| <C, —H—> (G H+ A)D™M,, Ik 4 -
Bl El .
Prenant alors H tel que 7 = “H <1, on obtient:

JA >0, 3A, telque: ”¢£”K,A2 <C, llollx on* ce qui démontre
le lemme (IV.2.3) (la démonstration étant identique dans (R, M,))).

3. Prolongement de Whitney £ fois différentiable.

THEOREME (IV.3.1). — Soit S un ensemble fermé de RY. On
peut, pour tout k €N, , construire une application linéaire ¢ —> Wid)
de €7(R”) dans C*(R”) qui satisfasse a :

(i) pour |n|<k: D”quﬁls = D"¢|g et si, pour
In| <k,D"¢|g =0, alors: W$=0
(ii) Les dérivées de Wid} sont majorées dans RY par des quan-

tités ne dépendant que des valeurs de ¢ et de ses dérivées
dans S.

Ce théoréme est dit 4 Whitney [6], [7], [4]; on explicite ici la
partie (ii) dans le cadre des fonctions ¢ € &(R*,M,), prenant pour
S un ensemble M-régulier, et {M,} €&, en ne s’intéressant qu’a
I’étude de Wid) dans louvert Qg = {x€R”|d(x,S) <1}, ce
qui est suffisant pour la suite de I’exposé.

— Soient ¢, ; les fonctions citées au lemme (I1.4.5) et les
x; €S définis par : d(Supp b ;> S) = d(Supp Grjs X;)-

— On construit Wiqb de la facon suivante, qui rend évidentes
la linéarité de ¢ — Wid} ainsi que la partie i) du théoréme (IV.3.1) :
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<¢(x) x€S

(Wed) (x) = (IV.3.2)

)2 01, (x) (TE8) () x€S.
\ 7

La partie (ii) de (IL.4.5) indique que la somme 2 reste finie
lorsque x parcourt un compact de R”\S. i

— Associant a4 tout x € R*\S un point x* €S tel que
d(x,8)=d(x,x*), 2 ¢,,;(x) =1 implique,si x &S :
i

(WS6) (x) = (Te,) (x) + X, &, (x) {(Ts 6) (x) — (TX, ) (x)}
i ! (IV.3.3)
que Ponnote :  (W$9) (x) = (Th0) (x) + (Y39 (x). (IV.3.4)

ProrosiTioN (IV.3.5). — S étant M-régulier ({M,}EF) on
a: V le compact L C Qg et la constante A> 0, & un compact
K C S et des constantes positives C,, A, ,B, telles que : Vn €N},
k€N, et x€L\S

M
D" (Y3d) ()| < C, A" BY d(x, S)*~" M) —F 1@l -

In|
Démonstration. — D’aprés la partie (iii) du lemme (I1.4.5), le
lemme (II1.3.1) et la proposition (I1.4.8), on a: VLC Qg ,3KCS
tel que pourtous x EL\S, €N} et KEN,

ID"(Y39) (x)I

d(x S)k—IBI—IaI
<C Y (%) (F,Byk Gl AF (k’ Ty M® M, 119l 4 -
Yotk . (IV.3.6)

On obtient alors le résultat cherché en utilisant (I1.1.10) et les re-
lations p!q! < (p-+ q)! <2P* p!q! quidonnent :

(%) (k)
Mol gk ginivital Mini |
(k—18D! k!

— En ce qui concerne la continuité des k premiéres dérivées
de Wiq& , la remarque suivante nous conduit a la proposition (IV.3.8) :
Puisque les fonctions ¢, ; sont indéfiniment différentiables dans
R¥\S, il en est de méme de W3¢ . Pour montrer que WS¢ ECKR”),
il suffit donc de montrer que les k premiéres dérivées de
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(Ziq&) (x) = ¢(x) — (Wiq)) (x) tendent vers zéro lorsque
d(x,S)— 0, [7]. Montrons-le sous la forme utilisée au para-
graphe suivant :

ProrosiTiON (IV.3.8). — Soit S un ensemble fermé, {M,}E & :
VA >0, 3 des constantes positives A, ,B,,C, telles que, lorsque
¢ parcourt &R”, A, M,) on ait, pour tout x CQ\S et |n|<k:

|ni

ID"(Z59) (x)] < C, Al BE M) % d(x, St
Pour x&¢ S, ona:
(Z38) (x) = X 85, (0) (B(x) = (T{8) (x)) = X oy ;(x) (R 9) (x)
i i

(IvV.3.9)

La proposition (IV.3.8) est obtenue en appliquant a (R’;,¢) (x),
dont les k premiéres dérivées s’annulent pour x = x;, Iz{ propo-
sition (IV.2.1), les relations (I1.4.8) : d(x, xi) < C) d(x,S) ainsi
que (IV.3.7).

Les calculs sont les mémes que pour la proposition (IV.3.5).

4. Prolongement de Whitney indéfiniment différentiable.

On donne ici la démonstration du théoréme (IV.1.3). A P'aide

()
k!
dant vers zéro lorsque k —> oo, on définit les suites de voisinages

emboités de S suivantes :

de la suite o0, = (H > 1) positive, décroissante et ten-

o
w, (resp' wy) = % xE€R"|d(x,S) <o, (respt < 7") : .
Si Pon trouve une suite {R;};,cn, de fonctions indéfiniment
différentiables sur R”, nulles sur w, , égales a Wi, 6 — Wi¢
en dehors de w,, et, pour tout compact K C Qg une suite po-
sitive {e,} dont la série converge, telle que
sup |D"{(Wi,;9) (x) — (Wi$) (x) — R, (x)} <¢,,

InI<k
x€K
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alors, la fonction Wg¢ définie par :
Wgd) (x) = (W3¢) (x) + 2 {(W5,,9) (x) — (Wig) (x) — R (x)}
k=0

est indéfiniment différentiable dans g ; en effet :
ID"(Ws@) (x)| = ID" {(W},8) (x) — (Rg(x) + ...+ Ry, _; (x))
+ 2 (Wi @) (x) = (Wed) (x) = R ()}

k=|n|

Slapl+ 1Byl + X € <d, <.

k=|n| !

Prenons :

R, (x) = (1 —W3(x)) (Wi, 9) (x) — (Weo) (x)) (IV.4.1)
ol les fonctions %97 sont construites en (I1.4.3).
On peut donc écrire Wg¢ sous la forme :
(Wg9) (x) = (Wg9) (x) (IV.4.2)

+ X WL, () {WE8) (x) — (WE(9) (x)}
k>0

ou, en posant W (x) =1 et réordonnant les p premiers termes :

Ws9) (x) = ,Z‘p {05 (x) — R9%,; (0} (W9) (x) (IV.4.3)

+ W5 (x) (W50) (x) + 2 WP, (x) {(Wiyy0) (x) — (WEd)Hx)
k=2p

La linéarité de ¢ —> Wgyé, ainsi que les parties i) et ii) du
théoréme (IV.1.3) sont évidentes ; pour le reste, on montre d’abord
la continuité des dérivées de Wg¢ a la frontiere de S, ensuite les
parties iii) et iv).

— Comme au paragraphe précédent, on pose : Zgp = ¢ — W o,
alors :

(Zs9) (x) = (Z59) (x) + 2, W05, (x) {(Z3,,0) (x) — (Z§ ¢) (x)}

k=20
Dans w, ona: WS (x) =WS(x)=...= W05 (x) = 1.
Par conséquent, dans w;,\S :

(Zs9) (x) = (Z3¢) (x) + 2, WP, (x) ((Z3,,0) (x) — (Z39) (x)}
k=p (IV.4.4)
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et, de fagon évidente :
ID"(Zg9) (x)] < ID™(Z5¢) (x)|

+ Y (B IS, (x)] IDA(ZE,, 6) (x)].

k=2p
a+f=n

Chaque terme de la somme précédente (Z ) n’est dif-
k=p
férent de zéro que pour d(x,S) <o, (puisque supp ‘Z&‘ﬁ Cwy).

Prenant p = |n| on obtient, grace a4 la proposition (IV.3.8), pour
¢ parcourant &(R”, A,M,): 3 des constantes positives C,, A,, B,

. 1DB(7S < g1 (B2}
telles que, pour tout < n: |D¥(Z;¢) (x)| < C,(HA,) (_H_) My .

Utilisant la partie iii) de la proposition (I1.4.3), on obtient dans
I’, :
ID"(Zg$) (x)| < C,(HA,)"™ (B_z)" M
H \n)

w

B, B, \«
+C,C, [HA, + G)I" M, 3 (—’ﬁ—z) (IV.4.5)
k2p

B, B
Prenant alors H tel que n = _17{_2 < 1 on obtient:

ID*(Zg¢) (x)| < C, A'3"I M, 2 n* qui montre que lorsque
k=2p
p—> o (c’est-d-dire d(x,S) —> 0) les dérivées de Zg¢ tendent

vers zéro.

— Pour montrer la partie iii) du théoréme (IV.1.4), écrivons pour
x&S, Wy sous la forme: (W3g) (x) = (T%,9) (x) + (Yi9) (x).

Ceci donne, pour Wgo (x € 8S) :

(x —x*)

(Wsg) (x) = 2, W7 (x) ———— D’ ¢(x*)
1q1>0 q:
+ Y ROUX) — W, (X)) (YRd) (x) +W05(x) (Y50) (x)
k<p
+ Y W5, (%) (Ve 0) (x) — (Yi) (x)} (IV.4.6)
k=2p

Désignons le premier terme de cette expression par W{x*}q) (par
abus de langage), par ¢, le deuxiéme, par ¥, le reste ; et prenons
p 2 |n| pour estimer D"(Wg¢) (x).



THEOREMES DE DECOMPOSITION DES ULTRADISTRIBUTIONS 89

Puisque pour tout k& la fonction (‘Z&‘)i — 9 i +1) s’annule pour
o
d(x,S)=o0, et d(x,S)< 2—]';, on a, en appliquant la proposi-

tion (IV.3.5) a chaque terme de D"¢p: V le compact L C Qg
et A>0;3 un compact KCS et des constantes positives C,,

A}, B, telles que :
A Hyisi /Byk
sup |DA(YS9) (x)I<C; (2 -2) M ¢l
x€L\S ID"(Yi 2 (23) (H) 18l KA

qui, avec la proposition (I1.4.4) donne :

su1\> ID"¢,(x)I

XEL\S
Al +GN | in B! B\«
<cc [H - ] M, ldllc, 2 (22 (IV.4.7)
1>2 ( 7B ) |n| K,A op ( H )
Pour x[/p on a, comme pour l'expression (IV.4.4): Vx € QS

D"y, (x) <a ¥ () ID*W(x)| IDP(YRs) (x)I.
k=p
at+f=n
Puisque p = |n|, d(x,S) n’intervient dans DP(Y;9) qua
des puissances positives ; il suffit alors, di au support des WS %>
d’écrire dans chaque terme indexé par k: d(x,S) <o, pour ob-
tenir, de la mé&me fagon qu’on a obtenu (IV.4.5) :

sup D"y, (x)I
x€L\S
< C,C) [HG, + ADI™ M, 16l s 3 ( ) . (IV.4.38)
k=p
B B B B

Prenant alors H tel que: x = min ( )<1 (condi-

H
tion qui s’ajoute 4 n = 1H2 <1 imposé dans (IV.4.5)), onen

conclut que : 3 des constantes positives A,,C, telles que, Vn € N
et VpEN,

sup 1D"(d,(x) + ¥, (X)) < Cy A" My, 1l 4 - (IV.4.9)

x€L\S
De la méme maniére, on obtient des estimations analogues pour les
dérivées de W{x,}d), donc: VA>0,3C,>0 et A, >0 tq.:
IWsllns,ag < Co 1Sl o -
Ce résultat —et la continuité des dérivées de Wg¢ a la frontiére
de S, laquelle nous autorise 4 remplacer L\S par L C Mg — achéve
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la démonstration de la partie iii) du théoréme (IV.1.3) et démontre
la continuité de ’application ¢ — Wg¢.

e Pour montrer la partie iv) du théoréme (IV.1.3), il suffit de
montrer que le support de og x Wg¢ est compact ; or, ceci résulte
immédiatement de ce que, pour tout x € Qg \S et tout j:
d(x,xj)<c1 dx,S)<c,.

En effet, soit K, le support compact de ¢, tout point
x €supp g tel que d(x,K;)>c,; possede un voisinage dans
lequel Wgq¢d = 0, car dans ce voisinage, tous les (T’;,q&) sont nuls.
L’ensemble supp ag N supp Wg¢ est donc compact.

5. Réciproque du théoréme de décomposition.

Considérons les fonctions f, définies en (I1.3.2). On rappelle
14
que : f(x) =a, (2 xf) ou les a, sont définies sur R, analy-
i=1
tiques dans le domaine ]—1, +1[\{0}, nulles pour |x|=>1 et
paires ; de plus :
—a,(0) =1 et g (x) > 0 pour |x|<1.

— les a, décroissent lorsque x s’éloigne de lorigine et leurs
dérivées satisfont les inégalités (11.3.1).

. x
On définit la suite de fonctions {gk}kEN+ par: g.(x) = f; (—-)
1/ k! Ok

1/k s .
ou o, = — (M ) , H=1, dont les propriétés sont de maniére
k

H
évidente :

g g,(x) <1 pour |ix||#0
—8(0)=1;g((x)=0g(x)>0 pour x| <o,

gx(x) =0 pour x|l = o,
— g, est analytique dans Go?a(O,ok)\{O}: pour tout ouvert

inclus dans cet ensemble, il existe donc des constantes positives
A,B,C donnant lieu pour tout » € N’ aux relations :

ID" g, (x)| < C A" B¥ |n|! (Iv.s.)

— Par ailleurs, il existe des constantes positives A,,B,,C,,
telles que, pourtout nENY, kEN,_ et xER":

ID" g, (x)| < C; A" Bf M, (1V.5.2)
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Soit x, un pointde R”. On pose pour la suite

{xZ}(x) =1-g,(x —x,)
Wty = g (F22) (IV.5.3)
2 (X) g1 ( 2e 2) , € >0 »

ProrosITION (IV.5.4). — Il existe des constantes positives
A,,Cy,E,, un nombre u>0 et, pour tout x, +x, un entier
k, telsque: YnEN; :

D"« {x2}

{x,}

et o

M
In|
(x)1 < CyAg" My, q21£+ (Eg d(x,, x,) q_;:)

(x)=2un.

Pour la démonstration, on distingue les deux cas suivants :

a) d(x;,x,)>1: On a alors, pour tout k, d(x,,x,)> 0,
et,prenant k, =1: VgEN,

(xl 3 x2)q |nl+
q
] Al M|n|+q

D" {x2}( 1)'<C

M
< C,(A,B)" M, qIEan ((A1 B) d(x, , x,) ?7_) .
+ :

D’autre part, g,(x;, — x,) < a, (é) <n, <1 donc

a£x2}(x1) =21-n,=pn>0.

B) Cas ou d(x,,x,)<1: Il existe une constante b >0 et,
pour tout x, ¥ x, un entier kK, telque: b Oky S d(xy,X,) S 0y

d(x,,x,)
Alors = g, (x) — X,) = @ (_01___2_) S g (b)) =1, <1,

k,
{2}(x) >1-n,=p,>0.

{ x2}

Estimons les dérivées de o~ au point x, ; pour tout g €N,
et tout n €N :

donc :.

{x} d(xy, %, ko i
D", ¥ (x,)| < C; —=—2= B,° A" M., (IV.5.5)
—pour n tel que |n|<k,, il suffit, pour obtenir I'estima-

tion recherchée, d’écrire que : on <B!".
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—pour n tel que |n|>k,, on prend g =k, +p ou p
est un entier quelconque, alors, avec (I1.1.3) :
2n+2p+k,
Mlnl+p+ko<B OMWMP Mko, plky! <p+k,!
et d(x,,x,) <0 , onobtient :

D" {x2}(xl)| (A B2)In|

M K, ko M
2\p p _P 0¢0 —2
Jnf (A7 dGeyxap —2). ((AB,B)7 o )

Le résultat cherché est obtenu en prenant H> A, B, B.

Définissons enfin 1a suite d),Exz} par
{xz} _ {x2} {x2}
¢k0 (x) = o, ¥ (x) x he (x), ot e=d(x,,x,).

De la proposition (IV.5.4), il suit :

CoROLLAIRE (IV.5.6). — VF > 0, il existe des constantes po-
sitives C, A,J tellesque, VYnENY :

{xz} 1n] q p!
D042 )| € CAM My, Inf (3% dxyx)t 20) sup (b
et ¢{x2}(x1) > % -

La deuxiéme inégalité suit immédiatement 1la relation

{ 2} : {x2} _1_ — _1.. 1
(x;) = et le fait que h./*(x,)=aq, 5] =5 puisque
= d(xl s 2) .

{xz} .

Montrons les estimations sur les dérivées de ¢,

{x,}

e Il existe un voisinage w de x,; dans lequel A, 2" est ana-
lytique, ce qui se traduit par :

VBEN” . Dﬁh{x2}( 1)|< EM—;‘IZI_E Vx € w
Ceci donne : )
|D"¢{"2} (x,)]
< CoC, Inf(ES d(x, . 2, E"i) Y () Al A Mm:ﬁ!ﬁl!
q q: a+fB=n €

M
Avec M, < M'"' et introduisant une constante arbitraire F > 0,
181
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on trouve :

|D"¢{"2} ()] < CoCy (A, + A,F)"' M,

p!
At (B dGeyx _) 20 (e Mp) ‘
Pour démontrer la réciproque du théoréme de décomposition
(IV.1.1), procédons par ’absurde : Supposons donc que, quelles que
soient les constantes positives D, G, il existe E> 0 et un couple
de points (x,, x,) de S joints par une courbe de longueur /(x,, x,)
tels que :
M,
Inf (E" I(x,, x,)" ) >D Inf (G™d(x;,x,)" ) (IvV.5.7)
neN, meN,

et prenons pour TEG)'(R",M,,) portée par S la fonctionnelle
suivante :

T= X 4,050 +80) (IV.5.8)

nENi

ou la suite a, satisfaita: VA>0; Z A" a,IM,, <.

{2}

Appliquons T a la fonction (bk (x) dans laquelle on prend

e=1(x,,x,) etposons: g, =1, a, = (—1)" |a,| sgn (D"¢,{cx2}(x )).

Comme ¢,E X} et toutes ses dérivées s’annulent en x, , T(¢>{x2}

se réduit a: T(¢£x2}) {xz} x)+ Y ,,I.ID"tbl{c?}(xl)I. On
Inl=1

adonc : T(¢{"2}) > . (IV.5.9)

2

D’autre part, appliquant (IV.5.7) aux estimations du corollaire (IV.5.6),

on obtient pour un couple de points (x,, x,) et un entier K :
ID" & {xz}( x| < A'"| M,, ou A et C sont fixés et D arbitraire.

8
Si on prend alors D = ——C— et |a,| < (INV.5.10)
M

2In| Alni Mn
on obtient T((b{xz}) <§ (IV.5.11) ce qui est en contradiction
avec (IV.5.9). La réciproque de (IV.1.1) est donc démontrée.
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V. DECOUPAGE DU SUPPORT DES ULTRADISTRIBUTIONS

1. Enoncé des résultats.

Dans ce chapitre, on se propose de démontrer le théoréme
suivant :

THEOREME (V.1.1). — Soient S CRY un ensemble fermé,
M,}EF, et (S,S7) une partition d deux sous-ensembles fermés
de S.

(i) une condition nécessaire et suffisante pour que tout élément
TE®'(R*,M,) porté par S puisse étre décomposé en
T=T"+T" avec T*E€®'(R*,M,) et suppT* CS*,
est que S* et ST soient M-réguliérement séparés par
A=8S"NS .

(ii) cette décomposition n’est pas unique. Elle est déterminée
a un élément de ®'(R”,M,) porté par S* NS~ pres.

Pour la démonstration, on a besoin des résultats qui suivent :

LEMME (V.1.2). — Si S* et S~ sont deux ensembles fermés
de R”, M-régulicrement séparés par A =S*NS~ ({M,}E€F), on
peut construire une fonction w définie et indéfiniment différen-
tiable sur R¥\A satisfaisant a :

g 1 dans un voisinage u* de S*\A (dans RY\A)
(1) m(x) = :
(0 dans un voisinage u- de ST\A (dans R\ A)
(ii) quels que soient le compact K C R” et la constante E > 0,

il existe des constantes positives A, C telles que, pour tout

nE€N? ettout x EK\A, onait :

CAlnl M
D" < Inl X
| II.!(X)I = It (EP d(x, A)p Mp)
PEN, p'

Soit F un ensemble fermé de R”. Désignons par & (R”,M,),
@ (R, M,) les sous-espaces de fonctions de &(R”,M,), ®(R", M,)
nulles avec toutes leurs dérivées sur F. Quitte 4 remplacer m par
un prolongement quelconque 4 R”, ona:



THEOREMES DE DECOMPOSITION DES ULTRADISTRIBUTIONS 95

ProprosITION (V.1.3). — La multiplication par w est une ap-
plication linéaire continue de &, (R”,M,) (resp' @, (R, M,)) dans
lui-méme.

(V.1.2) et (V.1.3) sont démontrés au paragraphe 2). En 3) et

5), on démontre le théoréme (V.1.1); et en 4) on étudie ’ambi-
guité liée au découpage.

2. Construction de la fonction w et multiplicateurs
dans &, (R",M,).

Pour montrer le lemme (V.1.2), on utilise la suite {m;}en,
des fonctions construites précédemment (III.2.1) et 4 nouveau le
procédé de sommation de Mittag Leffler ; on pose donc :

w(x) = mg(x) + 3 WS, (%) {1y, (x) — m,(x)}

k=0

et I'on réordonne cette expression (posant : W (x) = 1) :
w(x) = Y, {W§ (x) =05, (0} m, (x) + m, (x) W5 (x)

k<p _
+ Y 95, (%) (g, (%) —m(x).  (V.2.1)
k=2p
La partie i) du lemme (V.1.2) est immédiate. En effet, d’aprés
(I11.2.1), VKEN, et x€u*, m,(x) =1, (V.2.1) se réduit donc
a: m(x) =my(x)=1. Sur 4~ =R"\V', on a: m(x)=0 car
VEEN,, m,(x)=0.

Démontrons la partie ii) : d’aprés la partie iv) de (II1.2.1) et
la partie ii) de (I1.4.4), on a, pourtous kEN,_, nENY et x EK\A :

ID" {(%9% (%) = Wiy (x)) 1y (x)}

(bB )k M(k) M(k)
< ny ol GBI 1 lol Migj
C, M%:n (p) @' G o dGx, S
Puisque (W5 (x) — W}, (x)) est nul pour d(x,S”)=>o0,

o
et d(x,S7) < 2—% » il existe une constante B, telle que, dans tous

les termes, que k& — |B]| soit positif ou négatif, on puisse poser :
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(B2 ok)k-lﬁl
< m- Alors, pour toute constante J > 0 :
ID" {R9F (x) — W95, (%)) 1, (XD}

JbB, B, \k k! n G \igl
<C H" M 12 lad ( )
1 Inl H ) (Jk d(x, S—)k Mk) X a-§=n (O()a (B2)

JbB, B
Prenant H tel que —};——2-) =n <1, et posant
G
H{a + —) = A,, on obtient, pour le premier terme de (V.2.1):
B 1
2
_ _ C Alnl M
ID" ¥ (0% (x) — Wi, (X)) m, (x)] < Ll
k;p k k+1 k It (J9d(x,S7)? M) 2,
qEN, q!

e Prenant alors, dans la décomposition (V.2.1) p = |n| et
utilisant le fait que ‘2&92 (x) est nul pour d(x,S”) >0, , on ob-
tient des estimations analogues pour les dérivées de la somme des

termes restants de wm(x), c’est-d-dire avec 2 " <oo: VI>O0,
k:

0
il existe C,, A, tels que, pour tout n €N’ et x EK\A :
C,Ay" My,
ID"m(x)| < T atx S_)"nM . (Vv.2.2)
Inf i q)
qEN, q !
m étant nulle sur u~ = R”\V*, la propriété de séparation M-

réguliere de VFUA et S~ par A ((partie ii) de (II1.2.1)), permet
alors de conclure.

Pour démontrer la proposition (V.1.3), on peut se limiter au
voisinage de A: £, = {x €R”d(x,A) <1}. Utilisant les pro-
positions (IV.2.1) et (IV.2.2) on a, pour ¢ €&, (2, ,M,): Quels
que soient le compact KC 2, et la constante G > 0, il existe
un compact K'CQ, et des constantes A,,C,,E, telles que,
pour tout x €K ettout n €N :

ID"¢(x)| < C,A"M,, d(x,A) Inf (E?d(x,A) Mg ol

1% |n| s eN, ( 1 > q!) R K',G*
ce qui donne, avec (V.1.2) point ii) dans lequel on prend E>E
etonpose A, =A+ A, et C,=CC,:

1>

7.
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ID"( x m) (x)] < C, A" M, d(x, A) 8l o , Vn €N
et x €EK\A.

Ceci montre, d’une part, la continuité des dérivées de (¢ x m) (x)
a la frontiére de A et, d’autre part : || ¢ x mHk\A,A2 <C, IIqSIIK,,G
et implique donc: VKCQ, e G>0, JK'CQ, et C,,A,
tels que || ¢ x wm IIK’A2 <C, ¢l ¢ quidémontre (V.1.3).

3. Condition suffisante pour le découpage du support
des ultradistributions.

Grace a l’existence d’une partition de 'unité dans @(R*, M,),
on peut supposer S inclus dans £, . Soient ¢ ED(2,, M,), W, ¢
le prolongement de Whitney de ¢ construit en (V.4), et «, une
fonction indéfiniment différentiable, de classe M, , égale a 1
dans un voisinage de A et a support dans £, . L’application
¢p— ¢" =m x(p — oy xW,¢) est donc une application linéaire
continue de M(2,,M,) dans luiméme. On définit T* et T~ par:

T (@) =T@") et T =T—T" (V.3.1)
T et T ED'(2,,M,), montrons que: ) T* coincide avec
T sur 2,\S™, B) le support de T* est inclusdans S*.
a) Soit ¢ EDM(R2,\S7,M,); ¢ et toutes ses dérivées s’annu-
lent sur S™ etdoncsur A, ce quiimplique :
W,0=0 et T'(¢) = T(u x ¢).
D’autre part, (m — 1) x¢@ et toutes ses dérivées sont nulles sur
S. Donc, d’aprés le théoréme (IV.1.5): T((m — 1)x¢) =0 d’ou
T'(¢) = T(¢).
B) De méme, si ¢ EDEU\S,M,): W, 6 =0 donc
T*(¢) = T(w x ¢).

D’autre part, w x ¢ et ses dérivées s’annulant sur S: T*(¢) =0.

4. Ambiguité du découpage.

La décomposition (V.3.1) n’est pas unique. Soient «, et o)
deux fonctions a partir desquelles on construit T* et T'* ; posons
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AT* =T" —T* et Aay =0 —, . Ona:
AT (¢) = — T(m x A, x W, ¢) ;

Aa, étant nulle sur un voisinage de A, il existe un voisinage de
S* surlequel : m x Ao, xW, ¢ = Aay, xW, ¢ ; dou

AT (¢p) = — T(Aa, x W, $)

AT" est porté par A. En effet, si ¢ EDQ\A,M,):W,6=0
etdonc: AT (¢) = 0. On aévidemment AT = — AT~ .

Remarque. — Si A est M-régulier, le théoréme (IV.1.1) s’ap-

plique 3 AT*, en particulier si §*N S~ = {0}. AT" = ¥, C, 8(p).
n

5. Démonstration de la réciproque du théoréme du découpage.

Procédant par I’absurde, supposons qu’il existe une constante
E > 0 et des compacts K* CS* et K~ C S~ tels que, pour toutes
constantes positives C et F, il existe un point x, € K" pour lequel :

Inf (E" d(x,, A" )>c Inf (F"d(x,,K)" '") (V.5.1)

!
nE_,_ mE+ .

N

e Associé 4 un tel point x,, considérons alors un point x,
de K™ tel que: d(x,,K”)=d(x,, x,), et prenons pour T une
ultradistribution de la forme: T = Y, a, {6(") + 6(")}, qui est

nEN
de classe M, si, VA>0 Y A" |q,] Ml,,I <o, et admet évidem-

n
ment la décomposition T = T* + T~ avec supp T* C §*.

Appliquant alors T 4 la fonction ¢k (x) construite au
paragraphe (IV.5) avec € = d(x,,A) (on a alors e=d(x,, x,)),
on arrive, utilisant la proposition (IV.5.4) et son corollaire (IV.5.6),
a la méme contradiction que celle obtenue au paragraphe (IV.5) entre

(IV.5.9) et (IV.5.11), ce qui démontre la nécessité de la séparation
M-réguliére de S* et S~ par A.
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