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Ami. Inst. Fourier, Grenoble
29,3(1979), 125-161

SUR LES FONCTIONS C°° ET LES DISTRIBUTIONS
QUI APPARTIENNENT A LA CLASSE DE BERNSTEIN

par Jean-Claude TOUGERON

Introduction.

Soit A ^ ( C ) = C [ x ; ô ] l'anneau des opérateurs différentiels
à coefficients polynômes dans R" . Une distribution T dans un
ouvert de R" est de Bemstein si T = 0 ou si la dimension de
A^(C). T sur A^(C) est égale à n. Soient &^ l'anneau des germes
de fonctions complexes C°° à l'origine de R" , 9t^ l'anneau des
germes de fonctions de Nash complexes à l'origine de R" . On note
Ûî^ l'ensemble des germes de distributions de Bemstein à l'origine
de R" et l'on pose Ûi^ = (fi^ H g^ ; (Si^ est un anneau contenant
91^ et ^ est un module sur (fi^ . Le but de cet article est la dé-
monstration des deux résultats suivants :

THEOREME 1. — (Ïi^ est un module injectifsur 91^ .

THEOREME 2. — ê^ | (fi^ est un module plat sur 91^.
Dans les paragraphes 1 et 2 nous étudions les propriétés de per-

manence des fonctions et distributions de Bemstein. Nous avons
besoin de résultats globaux sur des ouverts semi-Nash de R" . Les
démonstrations sont très élémentaires ; la notion de famille de
Bemstein, notion qui remplace en quelque sorte celle de limite
pour les espaces de distributions, joue un rôle essentiel. Dans le
paragraphe 3, nous démontrons qu'une distribution de Bemstein
T dans un ouvert semi-Nash de R" peut être prolongée en une
distribution de Bemstein, si bien entendu T est prolongeable. Ce
résultat utilise le théorème de désingularisation d'Hironaka. Le théo-
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rème 1 (§4) apparaît alors comme une conséquence facile de ce
théorème de prolongement.

Dans le paragraphe 5, nous démontrons le théorème de division
d'une fonction C°° de Bernstein par le polynôme générique, avec
reste et quotient de Bernstein (nous suivons la méthode de-Lojasiewicz,
améliorée par un lemme de J. Mather). Nous déduisons (§6) le
théorème 2 de ce théorème de division, en utilisant un lemme qui
remédie à la non unicité du quotient et du reste dans le théorème
de préparation. Cette démonstration, contrairement aux démons-
trations standard du théorème de division des fonctions C°° par
des fonctions analytiques, n'utilise pas de théorème de prolonge-
ment style Whitney (un tel théorème est d'ailleurs faux pour les
fonctions de Bernstein).

1. Fonctions et distributions de Bernstein.

Soit K un corps commutatif de caractéristique zéro : posons
9 = ( 9 i , . . . , ô ^ ) ; x = ( ^ i , . . . , ^ ) ; et soit A J K ) = K [ ^ , 3 ]
l'anneau des opérateurs différentiels à coefficients polynômes. Soit
Fy (v > 0) le sous-ensemble de A^(K) formé des opérateurs différen-
tiels de degré total < v . Les Fy forment une filtration croissante de
A^(K) et le gradué associé :•

gr^ A^(K) = FQ e FI/FO e . . . e r^/r, e . . .
est isomorphe à l'anneau des polynômes en les variables x"i, . . . , ~x^ ,
3^ , . . . , ô^ formant une base sur K de F^/FQ .

Soit M =7^ 0 un module à gauche de type fini sur A^ (K), en-
gendré sur A^(K) par un espace vectoriel Mo de dimension finie
sur K ; les Fy. MQ forment une filtration croissante de M et le
gradué associé :

FQ. Mo e r\. Mo/ro. Mo e . . . . . . . e r,^. M^/r,. Mo e ...
est un module gradué de type fini sur gr^ A^(K). On sait que la
fonction v —> dim^ Fy . Mç est polynomiale en v pour v » 0 :

dim^ Fy . Mo = -̂ - i^^ + termes de d° < d .

Le terme dominant ne dépend pas du Mo choisi : JLI = ju(M) est
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la multiplicité (un entier positif) du module M et d = d(M) la
dimension de M. On sait que 0 < d < In \ en fait, d'après un
résultat de Bernstein (cf. [1]): n < d < 2n. Le module M est
un module de Bernstein si M = 0 ou r f (M)= n. Tout module
de Bernstein est isomorphe à A^(K)/L où L désigne un idéal à
gauche de A^ (K).

PROPOSITION 1.1. - Soit M un module à gauche sur A^(K)
engendré par un élément T. Considérons les conditions suivantes :

(i) M est un module de Bernstein.
(ii) Si K(x) désigne le corps des fractions de K[x], M ® K(x)

K[x]
est un espace vectoriel de dimension finie v(M) sur K(x).

(iii) // existe a^K[x]\{0}, des & , ^ G K [ x ] et un entier p
tels que :

gpy
"•-,-7= S b^^T, i = \ , . . . , n .

^i IcjKp

Alors (i) =^ (ii) ̂  (iii) et v(M) < JLI(M). Si a n'est pas
diviseur de zéro dans M (i.e. a. m = 0 , m G M ^=^ m = 0),
(iii) —^ (i).

Preuve. - (i) ==» (ii) soient m^ , . . . , m^ ^ M tels que les
m,® 1 soient linéairement indépendants sur K(x). On a m^ =D^..T,
avec D^. G A^(K). Posons ^ = sup rf°D^, z = 1 , . . . , v . Alors
Fy . T contient tous les P^. m,, avec P .̂ G K[;c] et û?°P^ < i; - 1:0 ,
d'où diniK F^ . T > ^. (n + ̂ - ^o) ; ainsi jix(M) > ^, c.q.f.d.

(ii) =====^ (iii) : évident.
(iii) =^ (i) si a n'est pas diviseur de zéro dans M. En effet,

posons QQ = np — n + 1 ; si b est une puissance convenable de
a, on a en dérivant les relations (iii) :

b.^T= S b^^T(b^çK[x])
M<<70

pour tout jLt , | JL( [ = q^ . En décrivant ces dernières relations, on
a pour tout ^ , | jn [ > ̂  :

fti^i-^1 . a^T = S 6^ aa)T

lu|<<7o
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avec & G K[x] et û?°&^ ^ < C I j n l (C constante indépendante
de JLI et G;) . Ainsi, VJLI E IST , // G N» , [ JLI | + | //| = î; :

^-<?o+i . ;<:< a^T = S ^'1 • ^' • ^,c. • 9^
\^\<QQ

où 61^1 . x^ . b.. ., est un polynôme de degré < C ' . v . L'élément
A*>w

b n'étant pas diviseur de zéro dans M, la dimension de F y . T est
«^"^o-1) ( n + ^• ^ J ) , ce qui entraîne le résultat.

DEFINITION 1.2. — Soit Sî un ouvert de R" . Une distribution
TG6D'(Î2) est une distribution de Bernstein si A^(C).T est un
module de Bernstein sur A^(C). On note (B'(Î2) l'ensemble des
T e6D'(î2) qw 50^ ̂  Bernstein et Von pose <%(Î2) = (B'(Î2) H Ê(n) :
^^(îî) = (B'(n) 0 a(î2) (ê(î2) et (Ï(Î2) désignent les anneaux
de fonctions complexes respectivement C°° et analytiques dans
l'ouvert Sî).

Une fonction /G ê(î2) est une fonction de Nash, si / est
solution d'une équation : a /p + . . . + a^ = 0, ^ G C[x] et û ^ 0 .
On note 9Ï(S2) l'ensemble des fonctions de Nash dans Î2 ; 3I(Î2)
est contenu dans (ï(î2) et contient C[x] ; en outre, ffC(^î) est
un anneau, intègre si Î2 est connexe (et même régulier de dimen-
sion n , si î2 vérifie certaines conditions très faibles, cf. [10]).

PROPOSITION 1.3. — Une fonction /G S(SÎ) appartient à (B(Î2)
si et seulement si les conditions suivantes équivalentes sont satisfaites :

(i) A^ (C). / est un module de Bernstein sur A^ (C).
(ii) L'espace vectoriel E^ engendré sur C(x) par les ô^/,

G} Ç. N" , est de dimension finie v(f) sur C(x).
(iii) // existe a^C[x]\{0}, des b^^^C[x] et un entier p ,

tels que :

^ ^= Z bi.^^f, i- 1 , . . . , ^ .
^i \^\<p

(iv) // existe ûG3t(î2), a non diviseur de zéro dans 9t (S2)
(i.e a ^= 0 sur chaque composante connexe de S2), des
bf ^ G 9t(Sî) et un entier p tels que :

QPf
a ' ——= S b^^f, f = l , . . . , ^ .

^i \^\<p
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Preuve. — L'équivalence des conditions (i), (ii) et (iii) résulte
de 1.1. Visiblement, (iii) =====> (iv).

(iv) ==> (ii) soit A l'anneau engendré sur C(x) par a et
les bf ^ : A est un espace vectoriel de dimension finie sur C(x)
contenant a~1 et stable par dérivation. Les relations (iv) entraî-
nent que le module engendré sur A par les 3^/, ùj G M" , est de
type fini sur A, donc de dimension finie sur C(x). A fortiori,
E .̂ sera de dimension finie sur C(x), c.q.f.d.

COROLLAIRE 1.4. -tf3(î2) est un sous-anneau de ê(î2) conte-
nant 3Ï(Î2) et stable par dérivation.

Preuve. - Soient /, g G (B(Î2) ; alors v(f-\- g) < v(f) 4- v(g) ;
v(fg} < ^(/) ̂ ) ; v^f) < ^(/) pour tout CD E 1\T . Ainsi (B(Î2)
est un anneau stable par dérivation. Enfin, (B(ft) D3Ï(Î2), d'après
1.3.(iv).

PROPOSITION 1.5. —
(i) 5b?Y U un ouvert de Sî. Si TGÛ3'(Î2), T!UGd3'(U).

(ii) 5'o;Y (U.),ei un recouvrement fini de Sî. Si TGCD'(Î2) ^r
^/te ^^^ po^r ^o^^ i G I , T | U, G <B'(U,), ûto^ T G (fî\Sî) .

Preuve. — L'assertion (i) est évidente. Quant à (ii), on a une
injection de \ (C)-modules : \ (C). T —> C^ A^ (C). (T 1 U,), d'où
l'inégalité cherchée : d(\ (C). T) < n .

PROPOSITION 1.6. — Soient Î2^ un ouvert de R" ; Î2 un ouvert
de R^ ; a ; Î2^——^ ̂  une application de Nash, i.e toutes ses com-
posantes sont des fonctions de Nash dans Sî^. Alors, si /G (0(^2 ) ,
/Oâ?etfB(î2^).

Preuve. — Soit A l'anneau engendré sur C(x) par les compo-
santes a^ , . . . , âp de a : A est un espace vectoriel de dimension
finie sur C(x) stable par dérivation. En outre, il existe une parti-
tion finie de Î2^ en ouverts U .̂ tels que pour tout / , A|U^. soit
un corps. D'après 1.5, il suffit de montrer que foa IU^.E dâ(U,)
pour tout i et donc nous pouvons, pour la démonstration, supposer
que A est un corps.
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L'espace vectoriel engendré sur A par les 3^(/oû), a? G M" ,
est contenu dans l'espace vectoriel V engendré sur A par les Q^foa,
JLI G Np . Il suffit de montrer que la dimension de V sur A est
< s = v(f). En effet, soient g ^ , . . . , g^^ G E .̂ ; il existe une re-

s+i
lation ^ O ^ g f = 0 avec 0, GC[^] (y paramètre de Rp) et l'un

/= i
des 9f est ^ 0. Soit JLI G N^ un multi-indice tel que : i) il existe
un indice î avec 3^0, où ^= 0 ii) pour tout i et tout a; G N^ ,
|co| < | j L i | , ô^Of oa = 0 (un tel JLI existe certainement). Visible-
ment : s+i . s+i

0 = ̂ ( S 0. Si) oa = ̂  (3^0, oa) (^ où).
/=! /=!

Ainsi, ^i0û, . . . , gs+i061 sont linéairement dépendants sur A,
c.q.f.d.

LEMME 1.7. —Soient K un compact de R" ; U un voisinage
ouvert de K . 77 existe (R G tf3(R") telle que (p = 1 OK voisinage
^ K ; ^ = 0 ^ r C u ; 0 < ( p < l .

Pm^é?. - La fonction /, f(x) == ^-l/x2 si x > 0 et /Oc) == 0
si x < 0, appartient à tf3(R) ; il en est de même de g ( x ) = f(x)

f(ï - x) et de h(x) = F g ( x ) d x / f g ( x ) dx ; on a 0 < h < 1,
w— oo l/ — oo

h(x) = 0 , si x < 0 , A ( x ) = 1 si x > 1 .
Pour démontrer 1.7, on peut supposer U relativement com-

pact. Soit V un voisinage compact de U. D'après Stone-Weierstrass,
il existe PGC[jc] tel que P > 1 sur K et P < 0 sur V\U. Alors
toPG(B(R"), d'après 1.6 ; hoP = 1 au voisinage de K ; hoP = 0
sur V\U ; 0 < hoP < 1 . La fonction <^ égale à hof sur V et
à 0 sur R"\U appartient à tf3(R") et satisfait aux conditions
de la proposition.

Soit Jî^(î2) l'ensemble des distributions localement Bemstein
dans Î2 : TGJ3^(Î2) si tout point de Î2 possède un voisinage
ouvert U tel que T |UGtf3 ' (U); de même, soit OÎ^W l'en-
semble des fonctions C°° dans Sî localement Bemstein. D'après
1.5, si TGtfS^(î2) et si U est un ouvert relativement compact
de Î2, T!UG(B'(U).
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Soit (fi^ le faisceau d'anneaux sur î2 engendré par les germes
de fonctions de Bernstein complexes C°° : pour tout ouvert U de
Î2, tf3^(U) =tf3ioc(U). Plus généralement, si X est une variété
de Nash, on sait définir grâce à 1.6, l'anneau <%i^(X) des fonc-
tions localement Bernstein dans X et le faisceau di^ des germes
de fonctions de Bernstein C°°. D'après 1.7 et [3] :

PROPOSITION 1.8. — Le faisceau ffi^ est un faisceau fin d'an-
neaux sur la variété de Nash X (supposée paracompacte). Si (U^.)^i
est un recouvrement ouvert de X , il existe une partition de l'unité
dans (BX subordonnée à ce recouvrement.

PROPOSITION 1.9. — Soit T une distribution tempérée appar-
tenant à Ûî'ÇR") ; alors sa transformée de Fourier T appartient à
(B'(R'1).

Preuve. — Evident, car la transformation de Fourier établit un
isomorphisme C-linéaire de Fy -T sur Fy.l.

PROPOSITION 1.10. —Soit /G (8(R") une fonction à support
compact et soit a G R . La fonction

/ïx! / ^ x !
/ / •• X ——> /Vi , X^ , . . . , X^) dt^

v û! v OL

appartient à (B(R").

Preuve. - Posons f ^ ( x^ , . . . , x^) = f(x^ - \, x^ , . . . , x ^ ) ;
si X > 0 est assez grand, il existe b tel que

Vx = (Xi , . . . , x^) G supp /, x^ < b - 1,

et Vx = ( x ^ , . . . , x^) G supp f^, x^ > b . La transformée de Fourier
/^i - (1 - e-2^^)

de F = f ( /-A) est /-——————-; d'après 1.9 et 1.4,
t/-00 27TZÇ^

F G tfâ(R") ; il en est de même de

F(Z?, x^ , . . . , x^) = f f(t^, x^ , .. . , x ^ ) d t ,
*J——00

/»^1
d'après 1.6. La fonction / / est donc de Bernstein dans l'ouvert

J—.00

x^ < b et de Bernstein dans l'ouvert x^ > b — 1 ; donc
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f '/G^R") et F/e^R"),
-00 ^a

toujours d'après 1.6.

D'après 1.10, le théorème de Poincaré habituel s'étend aux
formes différentielles à coefficients germes de fonctions de Bernstein
C°° et l'on a d'après 1.8 le résultat suivant :

PROPOSITION 1.11. - Soit X une variété de Nash paracompacte
et de dimension n. Soit (Q^ le faisceau des germes de formes
différentielles de degré p dans X à coefficients dans (By . Alors :

A.

(i) Le complexe

^ = 0 —— ̂  = ^°) -^ (B^) -^ . . . .-L, ^)—— o

^ ^ê résolution fine du faisceau constant R sur X.
(ii) Pour tout p > 0 H^X , R) ^ H^p .

2. Familles de Bernstein et ensembles semi-Nash.

Soit Sî un ouvert de R" et soit A un ouvert non vide de
R8 paramétré par X . Considérons l'ensemble C^A^) de toutes
les applications continues de A dans CD'(Î2). L'anneau A^(C[X])
des opérateurs différentiels à coefficients dans C[x ; \] opère à
gauche sur 0)^(SÎ) et AJC(X)) opère à gauche sur C(X) 0 CD^(Î2).
On a une injection canonique: CD^n)—> C(X) ® (DA^). car

c [A. ]
tout élément différent de 0 de C[X] n'est pas diviseur de zéro dans
û)^)- Nous dirons que la famille (T^) Gû)^(î2) est une famille
de Bernstein si AJC(X)). (T^) est un module de Bernstein sur
A^C(X)). On note <B^(Î2) l'ensemble de telles familles de Bernstein ;
(fî^W est le sous-ensemble de ^(Î2) formé des applications
continues : A 3 X —> f^ç ê(î2) ; ̂ (Î2) celui formé des applica-
tions continues : A 3 X —> f^ G (Ï(Î2).

Posons ^(Î2) =CD(Î2) n (%(î2) ; (B'^îî) = ê^îi) H <B'(î2) ; (0)(Î2):
anneau des fonctions complexes C00 dans Î2 à support compact ;
ê'(î2) : module des distributions dans Î2 à support compact). On
définit comme précédemment CD^(Î2), g^(î2), (B^(Î2), ^(Î2).
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PROPOSITION 2.1. - Soit (T\) G ̂ (Î2) une famille de Bernstein
et soit \Q G A vérifiant la condition suivante : il existe un cône
ouvert non vide de sommet \Q tel que toute demi-droite de ce cône
ait en commun avec A un intervalle non vide ] x , \[. Si T\—> T
dans CD'(Î2) quand X—> \ , X G Î 2 , on a T G (B'(S2) ; ^ pa/--
ticulier, pour chaque X fixé, T\ G (B'(Î2).

Preuve. — L'entier positif v étant fixé, soit s la dimension
sur C(X) de F^. (T\) (F^ : ensemble des opérateurs différentiels
de A^(C(X)) de degré total < v ) . Posons

ïl — y^l n^1 T np.y+1 — ^5+1 n^.ï+1 T1^ - X U 1 ^ , . . . , 1^ - X U 1^ ,

JLI, , a?, E N" et pour tout i , | juj + | c*;, | < v . Alors il existe une
5+1

relation non triviale entre les T{ : ̂  P^.(X) T,[ = 0 avec P,(X) G C[X].
î = l

Faisons décrire à X un intervalle : X — \ = pV (V : vecteur fixé
de R2 ; 0 < p < e) tel que les polynômes en p , P,(XQ + pV), ne
soient pas tous identiquement nuls. Alors on a une relation non
triviale :

^ P,(Xo+pV) H v = 0 .
i=l

Quitte à diviser par une puissance de p , on voit que :
s+ls Q.(P) n y = o
î = l

les Qf étant des polynômes en p non tous nuls à l'origine. La
5+1

relation ^ Q,(0) T^ est donc une relation non triviale entre les

Tj[ à coefficients dans C . Ainsi dimç 1̂  . T\ < dimc^) F^. (T\),
et T^ est une distribution de Bernstein.^o

Remarque 2.2. — Posons A = A' xA", A' ouvert non vide
R 6 , A" ouvert non vide de R^', £' + K " = £ . Soit (T\) G ̂ (Sî)
et soit \'Q G A". Supposons que A" et X^ vérifient la condition
géométrique de 2.1 et supposons que pour tout X ' G A , T \ , ^
tende vers une distribution T^» quand X"—^^ ? ^ t t ç ^ f ' Alors,
si la famille (T\,) est continue, (T^) E(B^(n). Ce résultat géné-
ralise le précédent et la démonstration est analogue.
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2.3. La plupart des résultats du paragraphe précédent s'étendent
avec des modifications évidentes aux familles de Bernstein. Signa-
lons les suivantes: (2.3.1) (^(ft) est un sous-anneau de Panneau
des applications continues de A dans &(SÎ). <B^(S2) est stable
par dérivation et contient toutes les sommes finies Y C/(X)/.Oc),
où C, : A —> C est continue et f, G (%(Î2). '

(2.3.2) Soient ^ un ouvert de R" ; Î2^ un ouvert de R^ ;
a : Î2^ x A —> Î2^ une application C00 dont chaque composante
peut s'écrire sous la forme d'une somme finie S C,(X) Q,(;c), avec

C/GC(X) et Q,e5l(n,). Alors si (A)e(B^), (/,oa)e^(î2,).

(2.3.3) Soit (T\) une famille de Bernstein de distributions tem-
pérées, i.e A 3 X — ^ T ^ e ^ ( R " ) est continue et la famille est de
Bernstein. Alors (T\) est une famille de Bernstein de distributions
tempérées.

DEFINITION 2.4. - Un sous-ensemble A de S2 est un ensemble
semî-Nash dans Sî si A est une réunion finie d'ensembles de la
forme : {x € n\^(x) = 0 , ^,(x) > 0, . . . , ^(x) > 0} où
^ 0 ^ 1 ^ ' " .^s sont des fonctions de Nash dans Sî. Le sous-
ensemble A de Î2 est localement semi-Nash si tout point de î2
admet un voisinage ouvert U tel que A H U, soit semi-Nash dans
U. Si A est localement semi-Nash et ouvert dans Î2, A peut être
défini localement par des inégalités strictes (ceci est démontré, pour
les ensembles semi-analytiques, dans [5] ; la démonstration dans le
cas semi-Nash est analogue).

LEMME 2.5. - Soient /G (B^(Î2) et T G ^(Î2). Alors
/.Te(B'(S2).

Preuve. - D'après 1.1 (preuve de (iii) =^ (i)), il existe
6eC[^]\{0}, des b^^C[x] et un entier q^ tels que pour
tout multi-indice JLI , | ^ \ < v et v > q :

b-^.^f^ ^ ^a"/. (2.5.i)
\<^\<QQ

En outre : d° b^ < C. v (C constante).
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Montrons qu'il existe une application v —^P(^), polynomiale
de degré n en v , telle que pour tout v et tout ouvert U relati-
vement compact dans Î2 :

dimc F,. (/ |U.T|U)<P(i;) (2.5.2)

(Fy désigne l'ensemble des opérateurs différentiels de A^(C) de
degré total < v ) .

Alors : dimç 1̂  . (/.T) = sup dimc 1̂  . ( / |U.T|U) < P(iQ, ce
qui démontrera le lemme.

Si X = (X^ , . . . , X^) E R" et si g est une fonction définie
dans Sî, on note g^ la translatée par À de g : g^(x) = g(x - X) ;
^ est définie dans U pour |X| < e, e > 0 assez petit.

D'après (2.5.1), pour tous multi-indices a , j L t , ^ ( | a [ , | j L i | ,
M < v), on a :

^ -<70+1.^. ô^. 3^111= S a^O^.&^^TIU).
lo;l<<7o

Puisque T est de Bemstein et d° b^^ <C.v, les ^ . ^ ^ ^ . ô ^ T I U
engendrent sur C(X) un espace vectoriel dont la dimension est ma-
jorée par un polynôme de degré n en v . Il en sera de même de
l'espace vectoriel engendré par les ^-<?0+1 . ̂  . 3^. ô ^ T I U , et
aussi de l'espace vectoriel engendré sur C(X) parles x^. 3^ . ô ^ T j U ,
à condition cependant que b^ ne soit pas diviseur de zéro pour
l'espace des applications holomorphes : {X G R" | |X | < e} —^CD'(U)
(on rappelle que / est holomorphe).

Or soit (T\) une famille holomorphe de distributions dans
U, telle que b^. T\ = 0 . Soit x E U ; il existe un voisinage ouvert
U^ assez petit de x et un ouvert non vide de l'espace des paramètres
tels que si X appartient à cet ouvert, b^ ne s'annule en aucun point
de U^. . La famille holomorphe TJU^ s'annule pour ces valeurs
de X : par prolongement analytique, TJU^ = 0 et donc T\ = 0.

Ainsi, la dimension sur C(X) de l'espace vectoriel engendré
par les xot. Q^f^. Q^TW ( |a[ , \fJi\, \v\ < v) est majorée par un
polynôme P(v) de degré n en v , indépendant de U. A fortiori
(cf. 2.1), la dimension sur C de l'espace vectoriel engendré par
X 0 ' . Q^f. ô^TIU est majorée par P(f). Cet espace vectoriel conte-
nant FJ / IU.TIU), ona(2.5.2) c.q.f.d.
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Remarque 2.6. — Soient A un ouvert non vide de R6 ;
C4)G^(î2) et Cr\)G^(n). Alors (^T\) G^^) (la preuve
est analogue à la précédente).

LEMME 2.7. - Soit Sî un ouvert borné de R" et soit Te^(î2).
5'oîY U un voisinage ouvert de Sî dans R" et soit /Gtf3(U). ^4to/^
/.TG(JÎ'(Î2).

Preuve. — On peut supposer que / E û y C R " ) . Posons
A == {X e R , X > 0} et pour tout À réel > 0,

9^x) = (X^/TT)-" e-^l^ ; /* 0,-^ /

dans S(R") quand X — > 0 . La famille f ' ^6 \ est analytique, i.e
c'est une application continue de A dans (St(R"). En outre, elle
est de Bernstein, i.e /*^G^(R") (car T^\ = f. 6^ ; / et
6^ sont analytiques et de Bernstein, et leur produit est de Bernstein,
d'après (2.3.1) ; il suffit alors d'appliquer (2.3.3)). D'après 2.6,
(/*^).Te^(î2) et d'après 2.2 : /. T = lim (/* 9^). TG ^(Sî) .

\->o

LEMME 2.8. — Soit î2 un ouvert de R" et soif A un ouvert
de Î2 localement semi-Nash dans Sî. Soit T€û3'(A) et suppo-
sons que le support de T est relativement compact dans Sî. Si
A == {X G R | X > 0} , il existe une famille de Bernstein (T\) G <B^(A)
telle que T\——^ T quand X—> 0.

Preuve. — On peut recouvrir supp T, adhérence de supp T
dans Sî, par un nombre fini d'ouverts Î2^ , . . . , Î2y relativement
compacts et tels que pour tout ;, A U Î2, soit une réunion finie
d'ensembles de la forme: {x G Î2J<^(^) > 0 , . . . , <^(x) > 0} ,
avec ^?i , . . . , (^ € 5t(î2,). A l'aide d'une partition de l'unité dans
6}^ subordonnée au recouvrement de î2 formé par les Î2 .̂ et

î2\suppT, on voit (d'après 2.7) que T = ^ T, avec T,Etf3'(A),
î'=i

supp T/ C Î2/, supp Tf relativement compact dans Î2, . Il suffit
de démontrer le lemme pour chaque T .̂ . Ainsi on peut supposer
que A est une réunion finie d'ensembles :

A, = {x G Î2 1 <^(x) > 0 , . . . , ̂ . (x) > 0},

où (p .̂ G 5t(î2) pour tout i , / .
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Soit h E tf3(R) telle que 0 < h < 1 , h(x) = 0 si x < -^
et A(^) = 1 si x > 1 ; posons A = { X G R | X > 0} ; pour tout

(x \X G A , /z^(x) = h — ) ; enfin, pour tout
^

i = 1 , . . . , s : g^(x) = n h^ o ̂  .

Soit ÇGdî^n), ^ = 1 au voisinage de suppT. Posons:

^ = S ( S ̂  ~ S ^ ̂ \ + Z ^ ̂  ̂  - • •
4<^ ^<^< Î3

+(- l r l^^^, . . . ,^^) .
D'après 2.3, la famille (^) appartient à tf3^(A) ; en outre ^—> C l A
dans 8 (A) quand X —^ 0 , donc ^. T —^ T.

Reste à vérifier que la famille (S^.T) = (T\) est de Bernstein.
Or, avec les notations de la preuve de 2.7, la famille (^ * 6 y ) ,
X > 0, v > 0, est de Bernstein (transformer par Fourier et appliquer
2.3); d'après 2.6, la famille (^*0y) .T est de Bernstein. Faisant
tendre v vers 0, il en sera de même de la famille (^.T), d'après
la remarque 2.2, c.q.f.d.

COROLLAIRE 2.9. - Soit Sî un ouvert de R" et soit A un
ouvert de Î2 localement semi-Nash dans Î2. Soit T G ûî'ÇA) telle
que supp T soit relativement compact dans Î2. 5'; /Gdâ(A),
/.TE(B'(A).

Preuve. - Soit (T\)G(B^(A) telle que T\—>T quand
X—^ 0, X> 0 . Avec les notations de la preuve de 2.7, la famille
(T\ * 6 y ) , X > 0 , v > 0 , est de Bernstein (transformer par Fourier
et appliquer 2.3). Toujours d'après 2.3, il en sera de même de la
famille / . (T\*0y) . Faisant tendre X et v vers 0, il en sera de
même de /.T, d'après 2.1.

COROLLAIRE 2.10. — Soit Î2 un ouvert de R" et soit A un
ouvert de Î2 localement semi-Nash dans Sî. Soit /G L,1 (Î2) telle
que supp/HA soit relativement compact dans Î2 et telle que
/ |AG(B'(A). Alors x ^ ' f ^ Û i ' W .



138 FONCTIONS C°°, DISTRIBUTIONS

Preuve. — Soit (/[A\ la famille de Bernstein associée à /[A
par le lemme 2.8. Il suffit de remarquer que ( / |A\—>XA•f
dans L^ç(îî) quand X — > 0 .

Remarque 2.11. - Soit A un sous-ensemble localement semi-
Nash de Î2 . D'après^.10, \^e(iî[^(Sî). Visiblement, supp \^ = Â
et supp sing \ = À — À ; les deux sont des sous-ensembles loca-
lement semi-Nash de Î2 . Plus généralement, si TEJ3^(Î2), supp T
est localement semi-Nash (je ne sais pas si cela est toujours vrai pour
le support singulier).

PROPOSITION 2.12. - Soit Sî un ouvert de R" et soit A un
ouvert de Î2 localement semi-Nash dans Î2. Soit T G (îi\A) telle
que supp T soit relativement compact dans S2. Enfin, soit î2
un ouvert de Rp et soit a : A —^ î2 un morphisme propre et
de Nash. Alors a, T G ^(ftp).

Preuve. - Soit (T^)eJâ^(A) la famille de Bernstein associée
à T par le lemme 2.8. Bien entendu û^T\——^ û^T quand X—^ 0
et il suffit de montrer que (û^T\) est une famille de Bernstein.

On peut supposer que Î2 = R^ . L'application a est la com-
posée de trois morphismes : a = p o u o ? , avec

f : A3x —^ (x, 0 ) G A x R^ ;

^ : A x Rp 3 QC , y) —> (x , y + a(x) e A x R^ ;

p : A x R^OC,^)—^ >?eRP .

Il suffit de montrer que l'image d'une famille de Bernstein (T\) de
distributions à support compact par l'application p , ou u, ou ;,
est encore de Bernstein.

Cas de l'application i : évident et laissé au lecteur.

Cas de l'application u : u est un difféomorphisme de Nash. Soit
0 GJ3(R" x R^), 6 > 0 et à support compact, avec f 0 = 1 . Pour

1 /je y\
v > 0, posons 0y = -—— 0 ^— . —j . Alors, pour 0 < v < v^

(y^ > 0 dépendant de X) , T\ * 0y est une distribution à support
compact dans A x R^ et T\ * Oy —^ T\ quand v —> 0 ; donc
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u^rT\ * Qv —> u^rT\ quand v —> 0. La famille en X et v (T\ * 0^)
appartient à (fi°^(A x Rp) où A est un ouvert convenable de l'espace
des paramètres. Il en sera de même de (^T\ * 6y) : en effet,
^*T\ * Qy = (Ct\ * Q^) o ^-1) J"^) (J(u) : Jacobien de u) et
l'on applique les remarques 2.3. Faisons tendre v vers zéro ; la
famille (^T\) sera de Bernstein d'après 2.2.

Cas de l'application p : On peut supposer que A = R" . Si
t^(x^ , . . . , x^ \ Y ^ , . . . , Y ) désigne la transformée de Fourier
de T, la transformée de Fourier de p^T\ est, à un coefficient
multiplicatif près, 1^(0, . . . , 0 ; Y^ , . . . , Yp) ; d'où le résultat
d'après 2.3.

Soit Î2 un ouvert de R" . Si/G^^(S2) et si T e(ii[^(Sî),
/. T G(B^ç(î2), d'après 2.7. La somme de deux distributions de
Bernstein étant une distribution de Bemstein, on voit que (B^ç(S2)
est un module sur ^ioc(SÎ). Si Sîp est un ouvert de R^ et si
a : Î2 —> Î2 est un morphisme propre et de Nash, û^TG^S^^(î2p),
d'après 2.12.

Soit X une variété de Nash paracompacte. D'après les remarques
précédentes, on peut définir sur X le faisceau 0^^ des germes de
distributions tordues qui appartiennent à la classe de Bernstein. On
a aussi le résultat suivant :

PROPOSITION 2.13. — tf3x est un faisceau de modules sur tfâx •
Si Y est une seconde variété de Nash paracompacte et si a : X —> Y
est un morphisme de Nash, a*ûî^ ^<Bx î si' en P^8' a est propre,
a^x ̂ Y •

3. Le théorème de prolongement.

Le but de ce paragraphe est la démonstration du résultat suivant :

THEOREME 3.1. — Soit Î2 un ouvert de R" et soit A un ouvert
de Î2 localement semi-Nash dans Î2. Soit TGû)'(î2) telle que
supp T U A soit relativement compact dans Î2 et telle que
T|Ae^(A). Alors, il existe TG^ÎÎ) telle que suppTCÀ
et Î[A = T|A.
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Ce théorème est déjà démontré (corollaire 2.10) lorsque
T^L^oç^). Sa démonstration nécessite quelques lemmes préli-
minaires.

LEMME 3.2. - Soit Teû)'(R") et soit Q un quadrant ouvert
de W 1 , par exemple [x G R" \x^ < 0 , . . . , x < 0}. Supposons
que s u p p T H Q soit borné dans R" et que T[QÇ(B'(Q). Alors
il existe TGj3'(R") telle que supp T C Q et T|Q = T|Q.

Preuve. - Soit eejy(R"), e = 1 au voisinage de supp T H Q.
Si S est une distribution à support compact dans R" , on définit
une distribution

.̂ 1^ \ t /»+- \

j S par: (j S,^) = (S,J ^)
J-oo \^-oo / \ Ĵ . /

pour tout ^G6D(R"). Visiblement, la dérivée par rapport à x,
de cette distribution est égale à S.

D'après 2.8; il existe une famille de Bemstein CI\)G(B^(Q)
telle que T\ —> T|Q = eT|Q quand X —^ 0. Procédant comme

^Xf

dans 1.10, on voit que j T\ (i fixé) est une famille de Bernstein.
^Xf —00 ,,;̂ .

Visiblement, / T.. —^ / 6T|Q quand X —^ 0 et cette der-
v—oo i/—oo

nière distribution est donc de Bernstein.

Posons T ' = f ' e T , puis T'7 = C x î eT' ; en itérant, on
»/—oo . . J—oo

définit une distribution r Y l î f " ' f l p pour toute suite d'entiers ^ , . . . , z
compris entre 1 et n. Si la suite ^ , . . . , / est convenablement
choisie, eT11'"^ G L^R") ; en outre, eT^'^'^IQ EtfS^Q). D'après

, , ^ apT1!'"-'^
2.10, X n • 6 T l " " p : = T * e B ' ( R M ) . Posons T = — — — — — — — — — ;

" ^ 9^i • • • ^p
visiblement, T vérifie les conditions du lemme, c.q.f.d.

LEMME 3.3. - Soit T Gû)'(R") et soient Q ^ , . . . , Q, des qua-
drants ouverts de W1 . Posons Q = .U Q .̂ ^ supposons que Q, ^
défini par des inégalités Xj > 0 , . . . , x/ > 0, Xj < 0 , . . . , x, < 0 .
Soit ïf l'ensemble des entiers j\, . . . , /^ ^ 5'ozT SQ fa réunion
des hyperplans x^ = 0 (7e.0 I,). Supposons que T|Q\SQ so it
de Bernstein et à support relativement compact dans R". Alors
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il existe T G (B'(R") telle que T'|Q\SQ = T|Q\SQ ^
suppÏC Q USç .

Preuve. — Visiblement Q\SQ est une réunion finie de qua-
drants ouverts disjoints deux à deux, Q[, . . . , Q^,. D'après 3.2,
il existe T, G ^(FT) Jelle que TJQ,'= T|Q,! et supp T, C Q^.
Il suffit alors de choisir T = T\ + . . . + T,, .

LEMME 3.4. — Soit Sî un ouvert de R" et soit A un ouvert
semi-Nash de SI réunion d'ensembles A, définis chacun par des
inégalités 0, ^ > 0, . . . , 0, ^ > 0, où les ^.y sont des fonctions
de Nash dans Î2. Soit 2^ la réunion des hypersurfaces 6 ^ , = 0,
I < ? < s , 1 < 7 < /, . 5'ozY TGû)'(î2) ^? ̂  T|A\SA ̂  de
Bernstein et à support relativement compact dans Î2. Alors il existe
T'G(B'(Î2) telle que T|A\SA = T|A\SA ^ s u p p Ï C A U E ^ .

Preuve. — Posons 6 = II Q .. Le problème étant de nature
locale, on peut supposer (Hironaka, [4]) qu'il existe une variété de
Nash V et un morphisme propre et de Nash II : V —^ Sî tel que :
i) II est un isomorphisme de V\n~1 S^ sur ft\2\ ii) au voi-
sinage de tout point M de II~1 2^ , on a 0 o n = y^1, . . . , y^ ,
où les Yi désignent un système de coordonnées locales en M.
Il en résulte que M admet un voisinage ouvert Vj^ tel que
II"1 A H V^ = Q H VM où Q est une réunion finie de quadrants
ouverts de Vj^ (pour une certaine paramétrisation de V^ ). La
distribution tordue n.T1 T définie dans l'ouvert VAII"1^ est
prolongeable à V (cf. appendice, proposition 7.8) ; soit S un
prolongement à V. D'après 2.12, Sin^AMI"1:^ = n^^TIAVS^)
est de Bernstein. D'après 3.3, il existe une distribution de Bernstein
S^ dans V^ telle que

SMIOÏ^AMI-^^VM = SKn^AMi-^^nvM
et supp SM C n~1 A U n~1 2^ . Une partition de l'unité par des
fonctions de Bernstein dans V permet alors de construire une dis-
tribution tordue et de Bernstein S dans V telle que

iin^AMr-1^ = sin^AMi-1^ et suppicn-'Aun-1^.
La distribution T1JÎ = î appartient à <B'(Î2) d'après 2.12 et
vérifie les conditions du lemme.
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COROLLAIRE 3.5. —Soit 2 un sous-ensemble de Nash de Î2,
i.e 2 est défini par des égalités 6^ = 0 , . . . , Q^ = 0, où les 0^
sont des fonctions de Nash dans Sî. Soit TEû)'(î2) telle que
T|Î2\2 so it de Bernstein, à support relativement compact dans
Î2. Alors il existe îcûi'ÇSî) telle que Î|Î2\2 = T|Î2\2.

Preuve. — Posons
6 = 6^ + . . . + 9^ ; A = 0\2 = {xen\0(x) > 0 ou 0(x)<0} .

Il suffit d'appliquer 3.4 à A = A\2^ •

COROLLAIRE 3.6. — Soient 2^ , . . . , 2^ des sous-ensembles de
Nash de Î2 et soit Te^3^(î2) a support dans Ô 2,. .4/cw //

1=1 s
existe T^ , . . . , T, e (B^(ft) ^iïe5 ^^ê supp T,. C 2, et ^ T, = T.

i'=i

Preuve. - On peut supposer s = 2. Soit eG(B(î2,2i ^2^ )
(cf. appendice) telle que e = 1 au voisinage de 2^\2^ H 2^ et
e == 0 au voisinage de 2^\2i H 2^ . D'après 2.9,

e.T| î2\2^ n22^(B'(n\2i 023)

et est prolongeable (cf. appendice). D'après 3.5, il existe T\ G 6i\SÎ)
telle que TJÎ2\2i H 2^ = e .T|î2\2i H 2^ . , Visiblement,
supp T\ C 2^ et supp T^ C 2^ , avec T^ = T — T\ .

Le théorème 3.1 résulte alors facilement de la proposition
suivante :

PROPOSITION 3.7. - Soient Sî un ouvert de W1 ; X un sous-
ensemble de Nash de Î2 ; A un ouvert semi-Nash de î2 réunion d'en-
sembles A, définis chacun par des inégalités 0, ^ > 0, . . . , 0, . > 0,
où les Ofj sont des fonctions de Nash dans Sî \ M un point de X.
Soit TEG)'(Î2) telle que T|AŒ(B'(A) et s u p p T | A C X . Alors
il existe un voisinage ouvert V^ de M dans Î2 ; ^ sous-espace
de Nash Y rfe Vj^ H X tel que dim^Y < dim^X ; une distribu-
tion T ^tfS'(V^) à support dans X H Vj^j ^/fe q^^

T|(AnVM)\Y=T| (AnVM)\Y.

En effet, admettons provisoirement 3.7 et démontrons 3.1.
Dans 3.1, A est défini localement par des inégalités strictes. Soit
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M GÎ2 ; des applications successives de 3.7 permettent de construire
un voisinage ouvert VM^ de M ; une distribution T^ ejâ'(V^)
telle que T|A H V^ = T|A H V^ . Une partition de l'unité par
des fonctions de Bemstein, subordonnée au recouvrement de Î2
par les VM , fournit alors une distribution TG(B^(Î2) telle que
T | A = = T | A . En fait, on peut supposer que ÏG^'^n), car
supp T U A est relativement compact dans Î2. On peut enfin
supposer que supp Ï Ç A . En effet (cf. lemme 3.2), î = D^
où <p G (fî ̂ (Sî) H L1 (Î2) pour un certain multi-indice a? G M" .
D'après 2.10, x^- ̂ ^(îî) H L^ft). Il suffit alors de remplacer
T par D^.^).

Preuve de 3.7. - Le problème étant local en M, on peut
supposer que X = X, U . . . U X,, où les X, sont des ensembles
de Nash dans Î2, irréductibles en M. Supposons le théorème
démontré pour chaque X,. Remplaçant A par A \ . U ( X , U X . )
(i fixé), on voit qu'il existe V^ voisinage de M ; un sous-espace
de Nash Y,^de VM n X, tel que dim^ Y, < dim^ X, ; une
distribution ÏfÇÛi'ÇV^) à support dans X, H Vj^ telle que
T, l (A n VM)\(Y/ ̂  (X, n xp) = T |(A n V^)\(Y, ̂  (x, n x,)). n
suffit jilors de choisir V^ = ̂  V^ ; Y = (^U Y, .U. (X, H X,)) H V^ ;
^âT.IVM.

î = l

On peut donc supposer que X est irréductible en M ; on peut
aussi supposer que chaque 0 .̂ ne s'annule pas identiquement sur
X au voisinage de M. Soit 2^ la réunion des hypersurfaces
°U = °. 1 < ï < s , 1 < / < /, ; on a dirn^ SA n x < dim X.
D'après le lemme 3.4, il existe un voisinage ouvert V^ de M et
T*^'(VM) telle que T* | (A H V^AS^ = T|(A H V^A^ et
supp T* C A U 2^ , donc supp T* CX U 2^. D'après 3.6, et quitte
à diminuer V^ si nécessaire, T* = T + T** avec Ï,T** G (B'(V,,)
et supp î C X, supp T** C 2\ . Posons Y = X H 2^ n V^ ; vi-
siblement, 3.7 est vérifiée pour ce choix de Vj^ , Y et î, c.q.f.d.

COROLLAIRE 3.8. - Soient A ^ , . . . , A, ûf^ /6?rm^ rfé? Î2 to-
calement semi-Nash dans Î2 ^ wîï TG^B^Cn) 0 support dans
^ Af. Alors il existe T^ , . . . , T, G (B'^ft) ^//^ que supp T, C A,
et ^ T ,=T .

1=1
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Preuve. — Elle est analogue à celle de 3.6 et utilise 3.1, 2.9 et
l'appendice.

4. Le théorème de division.

Soient 31^ l'anneau des germes de fonctions de Nash complexes
à l'origine de R" ; &^ l'anneau des germes de fonctions C°° com-
plexes à l'origine de R" ; (Jî^ l'ensemble des germes de distributions
de Bernstein à l'origine de R " ; ^ = ^ n ê ^ . D'après 2.7, (Si^
est un module sur l'anneau tfâ^ , donc sur STC y, .

THEOREME 4.1. - dî^ est un module injectif sur 9Î^ .
Cela signifie que pour tout module M sur 9Î^ , avec

M = 31^1 (0i , . . . , Qq), les conditions suivantes équivalentes sont
satisfaites :

E X T ^ ( M , ^ ) = 0 . (4.1.1)

(4.1.2) Soient T, , . . . , T. eûi' telles que la condition
q Q
2 ^ e i : = o ^ ^G£) t». implique toujours ^ ^T, .=0. Alors
}! existe Ui , . . . , Up G ûi^ telles que, V/ = 1, .I.". , q , T, == ̂  0,, U,
(les Of. désignent les composantes de 0 ^ ) .

Preuve de 4.1. — La démonstration de ce théorème est tout
à fait analogue à celle du théorème de division des distributions de
B. Malgrange (cf. [7] ou [11]). La seule difficulté est de montrer à
chaque pas de la démonstration que les distributions obtenues
sont de Bernstein, mais ceci est facile, compte tenu des résultats pré-
cédents. Nous ne ferons donc qu'esquisser la démonstration ; en par-
ticulier, nous ne vérifierons pas que les diverses distributions obtenues
sont prolongeables (cela résulterait facilement des remarques de
l'appendice).

Pour démontrer (4.1.2) ou (4.1.1), on raisonne par récurrence
sur la dimension de Krull du module M. Si dim M = — 1 , i.e
M = 0, le résultat est trivial. Supposons le théorème démontré
lorsque dim M < p , 0 < p < n, et démontrons le pour un module
de dimension p . On peut alors supposer que M = 91^ \ ( Q ^ , . . . , 6 y ) ,
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où ( 0 ^ , . . . , ^ ) est un idéal premier $ de hauteur n - p de
91 „ . Nous devons résoudre le système :

0 i . U = T \ , . . . , ^ . U = T , (4.1.3)

sachant que toute relation à coefficients dans 9t^ entre les 0,
fournit une relation entre les T\.. Soit 2 le germe des zéros de
^P; visiblement, en dehors de 2 le système (4.F.3) admet une so-
lution unique et de Bemstein. Cette distribution étant prolongeable,
on peut la prolonger d'après 3.1 en un germe de distribution Uç €<B^ .
On ramène à la résolution du système :

0 , . U = T , - 0 i . U o , . . . , ^ . U = T , - 0 , . U o

i.e il suffit de résoudre (4.1.3) lorsque les T .̂ ont leur support dans
£ . Soit (^ , . . . , x^) un système linéaire de coordonnées à l'origine
de R" adapté à ^. Posons R^ = {x G R"|Xp+i = . . . = x^ = 0}
et soit II : R" —> Rp la projection canonique. Soit 91 l'anneau
des germes de fonctions de Nash à l'origine de R^ . L'application
n* : 91^——>9iJ ^ est injective et 91^1 ^ est un module de type
fini sur 9Ïp . Il existe ô e9tp , 5 = ^ 0 , donc § ̂  ̂ , vérifiant
entre autres les conditions suivantes :

(i) Soit F le germe des zéros de § dans Rp et soient
P i , . . . , F,, les germes composantes connexes de R^YF. Alors
II"1 (F? H 2 est formé d'un nombre fini de composantes connexes
2^ ̂  , . . . , 2,^., qui sont des germes de variétés de Nash, chacun
étant difféomorphe par II à F .

(ii) Au voisinage d'un 2^, ^ engendre l'idéal de la variété
2y ^ . Soit Oy ̂  : r^—> R"-? l'unique germe de Nash tel que
Vx 'EF, , (x'/o,^(x')e2,^. Soit V^ le germe de distribu-
tion dans II"1^.) égal à T, au voisinage de 2^ et nul sur
n"1^.)^^. Il est facile de résoudre dans n'^F? le système:

0 i . U = T ^ , . . . , ^ . U = T ^ . (4.1.4)

En effet, soit ^ l'isomorphisme :

n-^r,) 3(x', x " ) -^ Oc\ x " - a,^(x')) e n-^r,) ;
d'après 2.12, il suffit de résoudre dans II'^r.) le système :

(0,o^).U=^T^

^oi^'v-^^k '
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Mais l'idéal engendré au voisinage de F. par les 6, o i~1 est le- />
même que celui engendré par x .n , . . . , x^ , d'après (ii) ; en
outre, les distributions f. ^* T7'^ ont leur support dans l'hyperplan
xp+l = • • . = .^M = 0 e^ son^ chacune combinaison linéaire d'un
nombre fini de couches, chacune de ces couches étant une distri-
bution de Bernstein. Diviser de telles distributions par x ^ , . . . , x^
est une opération purement formelle et fournit une distribution de
Bernstein.

Soit U7^ la solution de Bernstein du système (4.1.4) ainsi
obtenue et soit U^ le germe de distribution de Bernstein dans
FrMI-1? tel que U^l n-1^. = ^ U7^ , pour / = 1 , . . . , ^ . Un

k
tel germe de distribution est prolongeable et d'après 3.1, il se pro-
longe en un germe U^ ^tfâ^ . Il suffit de résoudre le système :

0 , . U = T , - 0 , . U , , . . . , ^ . U = T , - ^ . U ,

i.e il suffit de résoudre (4.1.3) lorsque les T, ont leur support dans
n'^r). Si v G N est assez grand, on a ô'\ T, = 0 pour i = 1 , . . . , q .
Le germe § n'étant pas diviseur de zéro dans 9Ï^/$, toute relation
à coefficients dans 9t^ entre 6 ^ , . . . , 6y et S" est une relation entre
T i , . . . , T ^ et 0 ; en outre, dimSrC^/ï> dim a^/^ S^STC^ .
Par hypothèse de récurrence, le système :

^ . U = T ^ . . . , 0 ^ . U = T ^ , Ô ^ U = 0

admet une solution U Gd3^ , ce qui achève la preuve de 4.1.
La démonstration de 4.1 fournit aussi une démonstration du

théorème suivant, qui utilise pleinement le théorème de prolonge-
ment 3.1 :

THEOREME 4.2. — Soit Î2 un voisinage ouvert de l'origine de
R" et soit A un ouvert semi-Nash dans S2 adhérent à l'origine.
Alors ûi^ | A est un module injectif sur 9t^ .

Enfin, on déduit de 4.2 (cas où A = R"\{0}) les conséquences
suivantes (cf. [8], ch. VII, la démonstration est analogue).

COROLLAIRE 4.3. - C[Xi , . . . , XJ opérant sur (fî'ÇR") H S'(R")
par X , . T = = x , . T , / = 1 , . . . , ^ , le module ^'(R^) H ^'(R")
est injectif sur C [ X ^ , . . . , XyJ .
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COROLLAIRE 4.4. - C[Xi, . . . , XJ opérant sur tfâ'(FT) H S'(R")
ÔT

pû^ X^.. T = ——, ;=l,...,^ /^ moû^/é? ^(R") n §'(R") ^

injectifsur C[X/, . . . ,XJ.

5. Le théorème de préparation.

Le but de ce paragraphe est la démonstration du résultat suivant :

THEOREME 5.1. - Posons $ = (^ , . . . , Ç ) et soit
Pa , jQ= y^^y^ + . . . + ^

le polynôme générique de degré p . Si ^p(x , ̂ , ^ ) GdS^(R" x R^ x R ) ,
;7^;^ ^^jQ^^io^" X R P X R ) ^

^i (^ , ? ) , . . . , ̂ (^ , 0 ̂ ^ioc(R" x Rp)
p

tels que : </? = P. Q + ̂  /z^. ̂ ^- f. 57 (̂  ^ pfa^ sur F x R^ x R

(F /(^mé? û?^ R") , on peut supposer que Q est plate sur F x R^ x R
et que les /z, sont plates sur F x R^ .

La démonstration suit à peu près celle de -Lojasiewicz ([6] ou
[11]) et nécessite quelques lemmes. R1^ étant plongé comme d'habi-
tude dans C^ , on pose Z, = Xy + i Yy, / = 1 , . . . , N.

LEMME 5.2. (cf. J. Mather, [9]). - Soit <^^ioc(R" x RN) .
Alors il existe ^ ̂ ^(Rn x CN) ^le que :

(i) ^ I R ^ x R 1 ^ = < ^ .
^^

(il) pour tout j = 1 , . . . , N , —— est plate sur R" x R14 .
ôZ,

(iii) si ^p est plate sur F x R1^ (F fermé de R") , ^ est plate
sur F x CN .

Preuve. — Le résultat étant de nature locale, on peut sup-
poser que (^G^CR" x R^. Soit ^ la transformée de Fourier
de < ^ ( x , . ) = ^ et soit pCÛî0^), à valeurs dans [0,1], telle
que p = 1 au voisinage de zéro. Posons :

î?(x,Z)= f P^Y,?))^^^)^.
'RN
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Le lecteur vérifiera les conditions (i), (ii) et (iii) ; les arguments dévelop-
pés aux paragraphes 1 et 2, montrent facilement que ^e(B(R" x R1^).

Un plan réel II de C^ , de dimension réelle N, est réellement
situé s'il existe un isomorphisme C-linéaire L : C1^ ^ C1^ tel que
L(II) = RN .

LEMME 5.3. - Soient K un fermé semi-Nash de C^ et
soient II^ , . . . , H y , des plans réellement situés dans C^ . Soit
{? ̂ loc^ x CN) te^ ̂  les —— , / = 1 , . . . , N , soient plates

ÔLj

sur R" x K . Alors il existe ^ ̂ ^Rn x cn) telle (lue '•
(i) y — (p est plate sur R" x K.

3^
(ii) Les -=-- ? / = 1 , . . . , N , sont plates sur

OLj

R" x n(n = Ri u n ^ . . . u n,).
(iii) Si (p est plate sur F x C^ (F fermé de W1), ^ est plate

sur F x C^ .

Preuve. — On peut supposer s = 1 , et quitte à effectuer
une transformation C-linéaire, II = R1^ . D'après 5.2, il existe
^^^locC"" X C N ) tene q^ <^IR" x RN = (p |R" x R14 , lesa^'
-=- étant plates sur R" x R" . Visiblement, ^ - ^ est plate
ÔLj
sur R" x (K H R1 4). D'après 7.5, ^ - ^ = ^ - ^', avec
^ .^ '^^^(R^xC") , ^ plate sur R " x K , ^' plate sur R" x R1^ .
La fonction f = (R — ^ = ^ p 1 — ̂  vérifie les conditions du lemme,
c.q.f.d. (remarquer que si <^ est plate sur F x C" , ^ est plate sur
F x C " , d'après 5.2 (iii)).

Un champ taylorien 7 sur R" x K C R" x C^ (K fermé de

C1^) sera dit formellement holomorphe si —=- = 0 , / = = 1 , . . . , N .
3Z.

Dans ce cas, 7 engendre un module de Bemstein sur

P fv Y Y1 F ̂  () 9 ]U [X , A , Y j — ? —— ? ——
[ôx 9X 9YJ

si et seulement si 7 engendre un module de Bemstein sur

^•^•^lLôx 3ZJ
(vérification immédiate).
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Posons T? == (7?i , . . . , 7^,) et soient ^ (î?), . . . , ^(î?) les
fonctions symétriques élémentaires de 77 telles que l'on ait identi-
quement :

yP + ̂ P-l + . . .+^ =^n (^-7?,).

Soit S l'application propre et polynomiale :
R" x C^ x C 3 (x , 77, y) —> (x , ^(T?) , j0 G R" x CP x C

(^ = (^i , . . . , ^)).
Un fermé FT x X de FT x C^ x C sera symétrique en T? si
R" x X = S-1 S(R" x X ) .

LEMME 5.4. — Avec les notations précédentes, soit R" x X
un fermé symétrique de R" x Cp x C . Soit 7 un champ taylorien
formellement holomorphe sur S ( R " x X ) tel que 7 0 5 soit de
Bernsteinsur R " x X . Alors 7 est de Bernstein.

Preuve. -Par hypothèse, les 0^(708) (c^GN"'^1) engen-
drent un espace vectoriel de dimension finie, soit q , sur le corps
des fractions rationnelles dans R" x C^ x C. Cet espace vectoriel
est le même que celui engendré par les D^ 7 o S. Il suffit de montrer
que la dimension de l'espace vectoriel engendré par les D^j est
< q . Soient 7^ = 0^7, . . . , 7^ = D^^j ; il existe des po-
lynômes P, non tous nuls (par exemple P^ ^ 0) tels que :

<7+1
^ P , ( 7 , o S ) = 0 .
1=1

II existe un entier r < p tel que le symétrisé en T? de P[ soit
^ 0. Alors :

Q+l

S Symœ.P^^oS)^.
Ï = l

D'après le théorème de Newton, il existe des polynômes Q. ,
Q+i

Q I ^ O , tels que ^ Q , 7 f = 0 , c.q.f.d.
1=1

Preuve de 5.7. - Soit ^etf?^^(R" x R^ x R) . D'après 5.2
(P^ = Rp x R ) , il existe ^e<B^(R" x Cp x C) tel que
</? | R" x Rp x R = (p et le champ taylorien induit par ^ sur
R" x R^ x R soit formellement holomorphe. La fonction ^ o S
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appartient à <B^(R" x C? x C) et <? o s induit un champ for-
mellement holomorphe sur S-1 (R" x R^ x R) = R" x K . Posons
îli = T^OS) , où Tf désigne la bijection : (77, y ) —> (77, y - ̂ .) ;
n = Iii U . . . U Hp ; K et n sont des réunions finies de
plans réellement situés dans C^^ = C^ x C. D'après 5.3, il existe
^^loc^" x cp > < C ) tel que 0 induise un champ formellement
holomorphe sur R" x X (X == K U II) et 0 = ^ o S sur R" x K.
Quitte à le symétriser, on peut supposer que 0 est symétrique.

D'après [11], ch. IX, § 2, il existe des champs formellement
holomorphes Q sur R" x X et H^ , . . . , H^ sur 7r(R" x X)
(TT : R" x C^ x C —^ R" x CP désigne la projection canonique ;
7r(R" x X) est plongé dans R" x C^) tels que :

0 | R " x X = Q . P o S + S H . o T T . ^ - 1 .
1=1

Cette division est la division triviale par P o S = (y —rf^)... (y—rf ) ;
0 étant localement de Bernstein, il en est de même de Q et des H .̂
(vérification immédiate). Quitte à la symétriser, on peut supposer
que les H, et Q sont symétriques en T? .

D'après 5.4 et [11], ch. IX, il existe des champs formellement
holomorphes et localement de Bernstein, q , < p sur S(R" x X) ; /?.
sur 7 r o S ( R " x X ) , tels que: q o S == Q ; ^ o S = 0 | R " x X 1

h, o S|R" x RP = H,, ; = 1 , . . . , p . Visiblement :
p

{ P = Q ' P + Z ^ . O T T . y ^ 1 .
1 = 1

D'où le théorème de division en se restreignant à
R " x R ^ x R C S ( R " x X ) .

51 </? est plate sur F x RP x R , ^ est plate sur F x V x C, d'après
5.2 (iii) ; ^ o s et 0 sont plates sur F x CP x C, d'après 5.3 (iii) ;
il en résulte facilement que les h, sont plates sur F x R^ et que q
est plate sur F x R^ x R .

COROLLAIRE 5.5. - Posons x ' == (x,, . . . , x^) ; soient
^i(^'), . . . , Sp(^') des fonctions de Nash dans un ouvert Î2 de

p
R"-1 et posons P = ̂  + ^ ^ ( x ' ) x^ - 1 .

i=i
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Si ^ G(B^(Î2 x R) , il existe q G tf3^(î2 x R) et

^,...,/^e^(S2) tels que: ^ = P. q + ^ h,x^-1. En
i=î

outre, si ^ est plate sur F x R (F fermé de Î2), q est plate sur
F x R et les h^ sont plates sur F .

Preuve. — Immédiate d'après 5.1, car la composée d'une fonc-
tion de Bernstein et d'une fonction de Nash est une fonction de
Bernstein.

COROLLAIRE 5.6. - Soit f : (R" , 0) —^ (R^ , 0) un germe de
Nash. Soit M un module de type fini sur 9t^ tel que f^M soit
de type fini sur Stp . Alors /^(M ® tfâ^) est de type fini sur ûî .

^n

Preuve. — Elle est standard et laissée au lecteur.

6. Le théorème de platitude.

On se propose de démontrer le résultat suivant :

THEOREME 6.1. — §„ lûï^ est un module plat sur 9t^ .
Pour cela, nous devons préciser le théorème de préparation pré-

cédent. Avec les notations de 5.1, soit r un entier, 0 < r < p + 1 .
Soit Sy. le fermé de R^ formé des Ç tels que le nombre de
racines réelles (chacune étant comptée avec sa multiplicité) de
P(Ç, . ) soit > r \ les £y sont des ensembles semi-algébriques et
2^ = 0 C 2p C 2p_i C . . . C 2o = R^ . Soit n : RP x R —^ R^
la projection canonique.

LEMME 6.2. — Soit ^ p ^ C [ y ] et soit r un entier, 0 < r < p.
77 existe un voisinage ouvert semi-algébrique V de 2^\2^+^ dans
R^YS^i ; des fonctions de Nash :

q ^RPxR (v x R ? 2^ x R) n5ï(v x R) :

h, ,. . . , ̂  eg^(V, S,^) H 3l(V), telles que :

<^ |Vx R = (P|Vx R). q + ̂  ^oll..^-^'
Ï= l

(cf. appendice pour les notations).
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Preuve. — On conserve les notations utilisées dans les preuves
de 5.3 et 5.4, avec n = 0. Soit S l'application :

C^ x C 3 (T? , y ) -^ (sW, y ) G QP x C .
Si a? est un sous-ensemble de { 1 , . . . , p } , on pose 7 = II
imaginaire .̂ ; F^ = 7^(0) H ^(RP) . Soit E, l'ensemble des plï-
ties à r éléments de { ! , . . . , ? } . Alors : r\. = •y"1 (S,.) = U F^ .

(A? ̂ E..
Si o î G E ^ , en tout point de r^\I\+i , on a 7ç^ = ^ 0 . Soit U^,
le voisinage ouvert de r^,\r^^ dans ^(R^ intersection des ou-
verts {7?Ç^ l(RP)l7L(^)>72C^(7?)}^' eEA{^}. Les U^
sont semi-algébriques et ont une intersection vide deux à deux. Dans
U^ x R C C ^ x C ,

— r

^ o S = P o S . Q ^ + ^ H,^— (6.2.1)
i= i

(en effet, diviser par P o S = (y - 7 ? i ) , . . . , (y - r ] p ) revient à di-
viser par (y - 7?^), . . . , (y - 7?^), 0} = (0:1, . . . , ̂ ), car les
Y — ^f » / ^ a?i , . . . , o?^, sont inversibles dans U^ x R) . Bien
entendu, Q^, est une fraction rationnelle en T] , y ; les H, ^ des
fractions rationnelles en 17.

Posons U = L' U ^ ; V = ^ ( U ) , et soient Q le champ
Ct̂  ^-•• î.

taylorien formellement holomorphe sur U x R tel que Q == Q^
sur U^, x R , pour tout G; ; H .̂ le champ taylorien formellement
holomorphe sur U tel que H, = H .̂ ^ sur U^, pour tout co.
Bien entendu, Q et les H^., ainsi que U, sont symétriques ; donc
Q = q o S, H .̂ = hf o s ; ^ est une fonction de Nash dans V x R :
h{ une fonction de Nash dans V. D'après (6.2.1) :

< ^ | V x R = P.<7 4- ^ /^r-J.
/=!

L'image par une application algébrique d'un ensemble semi-algébrique
étant semi-algébrique, V = s(V) est un voisinage ouvert semi-
algébrique de 2^\2^^ dans R^S^ . On vérifie facilement
(c'est une conséquence facile d'un théorème de Glaeser, [2]) que
^^RPxR ( V x R . S ^ x R ) et /2 ,eê^(V,2^) , z = l , . . . , p .

LEMME6.3. -Posons x ' = (^ ,..., x^) ; 50^ Si00,..., Ç/^),
ûf^ fonctions de Nash dans un ouvert î2 de R"~1 ^r posons

p
P = ̂  + S ^') ^~ ï . 5'ozY S, /ê/^mé ûf^ Î2 formé des points

i=l
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x ' tels que le nombre de racines réelles de P(x ' , . ) soit > r . Si
(^GC[;cJ, il existe un voisinage ouvert semi-Nash V de S,.\2^
dans Î2\2^+^ , des fonctions de Nash

^ e ̂ nxR (V x R , 2,^ x R) n3l(V x R) ;

AI , . . . , ̂  eê^(V, 2,^) H 9Z(V), telles que :

^ | V x R = ( P | V x R ) . ^ +^ A,.^-2.
!=1

Preuve. — Immédiate d'après 6.2 et 7.2.

LEMME 6.4. — 5'ozY Î2 ^ ouvert de Rïï~k paramétré par
x ' = (^ , . . . , x ^ _ ^ ) . Pour tout entier v , 1 < v < k , soit
Py(^^ ^_fc+i/) == xn-k+v + • • • ^^ polynôme unitaire en x^_^y
à coefficients fonctions de Nash dans Î2. Soit <pE(B^(î2 x R^)

fc
^iï^ <7^ : ^ = ^ 6y P^ ay^c 0^ G g(î2 x R^) ; ato^ il existe des

^ E ^ioc(" x R^"^^ ̂ 7^ <^ = f 0; P, .
v=l

Preuve. - Soit FI : ^2 x R^ —> ^î la projection canonique.
Soit 2^ l'ensemble fermé semi-Nash des points de Î2 en lesquels
la fibre de n [ { P ^ = . . . = P^ = 0} est de dimension réelle > r ;
on a des inclusions :

0=^. . .^C2^. . .^C. . .C2„=Î2.

Soit 2^ le fermé de Î2 formé des points x1 tels que le nombre
de racines réelles de Py(;c' ; .) soit > ry et posons :

.̂..̂  = ̂ î î i) n . . . n (2^\2,^).
Visiblement :

2,\2,+i = u r ,r r l r^...r^=r r ^ ' • - ^ k

et cette réunion est disjointe. Il suffit de démontrer le résultat suivant :
k

(*,) soit ( ^ G ^ C Î Î x R ^ ) telle que <p = ^ Q^ P^ avec

^ e Ç(Î2 x R^) et telle que ^ soit plate sur 2^~x R^ ; alors il
k

existe des 0; G (ÎS^JSÎ x R^) telles que ^ -^ 0; P^ soit plate
sur 2 , x R f c . y = r
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Par applications successives du corollaire 5.5, on peut supposer
que :

(/? = Y Q ( y ^ v11 v^
y/ ^ ui^,...,ik^x ) xn-k+ï^ ' • ' ^ xn

0<^<Pv

avec ^,...,^<B^(n) et ^,...,^ plate sur 2^. Au voisinage
de chaque 2^\2^+i , on peut diviser d'après 6.3 x^_^ par
Py avec un reste qui est polynôme de degré <r^ en x _
Reportant dans l'égalité précédente, on voit qu'il existe un voisi-
nage ouvert semi-Nash U^_.^ de r,^_^, tel que:

<""„....,.. « " ' - S <-::,ÎM ,̂.,,...,̂
()<»„<»•„ ^

+ y ./i--^ p
^ ^ y - v

avec C^î^ocO^,,^) et ^•••^^(U^^xR^)
Quitte à diminuer les U^,.. .,^ , on peut supposer que

U^,,^n(2^,U...U2,^)C^,;

on peut aussi supposer que les U,^.,^ (7-1 . . . ^ = /•) sont dis-
joints deux à deux.

D'après 7.4, il existe une fonction e^_^ G (B(Î2, 2^) telle
que e^^=l au voisinage de F^.,^ et'supp e^.,^ C U^,.^ .

Posons ^ = S ^ , ^1>""^ : ^ est une fonction loca-
r! " • ̂  l " ' k

lement Bernstein dans (Î2\2^^) x R^ ; les ^,...,^ étant plates
sur 2^^ , on voit facilement que ^ se prolonge en une fonction
(notée encore 0^) de (Bi^(î2 x R^) , plate sur 2^ x R^ .

A:
Bien entendu, la fonction ^ - ^ 0; P^ est plate sur 2^ x R^ ;

i/=i
au voisinage d'un point XQ de F^ ^ ^ (^ . . . ^ = /-),

k
^ _ y 0'p = y e r l " " 1 r k ( Y ^ y11 y^
^ Li ^v^v Lt %...,,̂  ^n-k+l • " xn

^=1 0<^<^

et ce dernier polynôme est donc une combinaison linéaire à coeffi-
cients C°° des P^ . En particulier, ce polynôme s'annule sur la fibre
en XQ de II | [P, = . . . = p^ = 0}, fibre de dimension réelle
r = r ^ . . . r ^ . Il en résulte facilement que ^ " " ^ ( x ^ ) == 0
pour tous les Q\ , . . . , y, puis que les ^1;;;;̂  s'ont "plates sur

r\,...,^. Ainsi ^ - ^ 0;P^ est plate sur 2 , x R f c , c.q.f.d.
v=l
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Le théorème 6.1 résulte facilement de 6.4 et du lemme al-
gébrique suivant (cf. [ I l ] , ch. I, théorème 6.13) :

LEMME 6.5. — Soit A un anneau local régulier et soit M un
A-module de type fini ou non. Supposons que pour tout idéal pre-
mier ^ d e A, il existe une A-suite de A, { û ^ , . . . , ^ } , telle
que k=ht^, Ça,, . . . , ̂ ) C ^ et To^ÇA/Ça,, . . . , a^), M) = 0
pour î> 1. Alors M est un A-module plat.

Preuve de 6.1. - Soit 1 un idéal de 9t^ engendré par
<^ i , . . . , (^ . L'anneau &^ étant plat sur STC^ , les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) Tor^Ot^/I, &Jûi^=0
(ii) (I.SJH^ = = 1 . ^ .

Supposons que I est engendré par k polynômes

^=P.(^ ;^-^)=^_^+. . .
à coefficients dans St^-k ? anneau des germes de fonctions de Nash
en x ' = ( x ^ , . . . , x ^ _ ^ ) . Alors d'après 6.4 et l'équivalence pré-
cédente : Tor^W^/^ , . . . , ̂ ), ê^ABJ = 0 pour v = 1 , . . . , k \
il en résulte facilement que Tor^CST^/I, §„/(%„) = 0 pour i > 1 .
Si ^ est un idéal premier de St^ de hauteur k et si le système
de coordonnées est convenablement adapté, il existe des polynômes
(^i , . . . , <^ comme précédemment tels que (<^ , . . . , <p^) soit
une ^-suite de £T(^ et ( ^ , . . . , ^ ) C $ . Le théorème 6.1
résulte alors de 6.5.

COROLLAIRE 6.6. - So it M un sous-module de 9t^. .4/0^
M. ̂  H ̂  = M . ̂  .

COROLLAIRE 6.7. - d^ ^ ̂  module plat sur SSt^ .

Remarque 6.8. - La méthode précédente permet de préciser
le théorème classique de division des fonctions C°° par des fonctions
analytiques. Soit Î2 un ouvert de R" et soit ^p : &W1 —> êCÎ^
une matrice à coefficients fonctions analytiques dans Sî. Alors il
existe une application C-linéaire continue ^ \3m^—> ê(î2y7

telle que ^ o ^ = identité (par contre, je ne pense pas qu'il existe
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de scission pour un tel morphisme <p). Cette méthode doit aussi
permettre de démontrer le théorème de division des fonctions de
classe C^ par des fonctions analytiques, avec une perte de dériva-
tion linéaire en jn (au voisinage d'un compact fixé de Î2).

Remarque 6.9. — Le théorème de préparation et le théorème
de platitude sont vrais en formel et en analytique, cf. [12].

7. Appendice: multiplicateurs et distributions prolongeables.

DEFINITION 7.1. - Soient Î2 un ouvert de R" , F un fermé
de Î2 ; U un ouvert de S2. On note ê^(U,F) le sous-ensemble
de ê(U\F) formé des fonctions f vérifiant la condition suivante :
pour tout compact Y. de SI et tout multi-indice v E M" , il existe
00 et a>Q tels que, V;c e (K H UAFJ.TOc)! < Cd(x , F)-^).

Visiblement, ê^(U,F) est un sous-anneau unitaire de ê(î2\F).
On note simplement ê^ (Î2, F) = ê(î2 , F) et l'on pose

^(U,F)=ê^(U,F)ndS(U\F) ; (B^(n , F) = (B(Î2 , F).

Si /Gg(î2,F) et si g^&W est plate sur F, /.^Gê(î2\F) se
prolonge en une fonction de ê(î2), plate sur F.

LEMME 7.2. — Soient Sî^ un ouvert de R" : Î2 un ouvert
de R^ : F un fermé semi-analytique de Î2 ; U un ouvert de îi ;
(p : Î2^ ——> Î2^ une application analytique. Si /G ê^ (U, F),
/o ^GSn^^OJ), (/^(F)). £'̂ 2 particulier, si <p est de Nash et
si /Gtfân/U.F), /o^G^O^aJ),^-1^)).

Preuve. - On peut supposer F compact. Si (^(F)^, le
résultat est évident. Sinon, soit K un compact semi-analytique
de Î2^ tel que K Fl (^(F) ¥= 0 , et considérons l'application:
K x F 3 (^ , ^) —> ^p(x) - y C R P . D'après l'inégalité de-fcojasiewicz,
il existe des constantes B > 0 et j3 > 0 telles que V(x , y) G K x F :

(1) On définit plus généralement ê^(U,F) lorsque Î2 est une variété
quelconque.
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I^Oc) - y \ > B ( \ x - x ' \ + { y - y 9 ^ pour un ( x ' , ^ ' ) E K x F
tel que x ' G <^-"l(^') C (^(F) . On en déduit l'inégalité, pour tout
x e K : rf(^O), F) > B rf(x , (p-^F))^ quitte à diminuer B si
nécessaire.

Soit f^- ê^ (U,F). On a des inégalités, pour tout

xecKn^aj))^-1^): iro^ool «^(^.F)"^.
D'après les formules donnant les dérivées d'une fonction composée,
on aura de même les majorations : |(/o (pY(x)\ < C'y rf(<^(x), F)"^
C'y > 0 , Oy > 0, constantes convenables. D'où pour tout

^eCKn^-^u))^-1^) : |(/o^(;c)| ̂ C^B'^OC.^F))"^,
c.q.f.d.

Rappelons qu'un quadrant de R" est un sous-ensemble de R" défini
par certaines égalités ou inégalités x^ > 0, x^ < 0 ou x^ = 0,
( j c ^ , . . . , x^) désignant le système de coordonnées canoniques de R" .

LEMME 7.3. —Soient K et L ûf^jc fermés de W , chacun
étant une réunion finie de quadrants. Alors il existe une fonction
/ G ( Q ( R " , K n L ) telle que /= ! au voisinage de K\(KHL) et
f = 0 au voisinage de L\(K H L). N

Preuve. — On procède par récurrence sur n. Si n = 1 , le
résultat est trivial ; supposons n > 1 . Posons K' = K H S""1 ;
L' = L U S"-1 . Soit M un point de S"~1 . Alors il existe un
voisinage ouvert VM de M tel que la projection stéréographique
P^ de pôle M transforme K' H VM (resp. L'H VM) en l'inter-
section de PM(VM) = UM avec une réunion finie K^(resp L^)
de quadrants de R"~1 . Par hypothèse de récurrence, il existe
^ G ÛS(R"~'1 , KM n L^) telle que CM = 1 au voisinage de
K^V^M0!-^) et ^ = 0 au voisinage de L^VK^^LM). Soit
VM ' • • • ? ^M un recouvrement fini de S""1 et e, une partition de
l'unité subordonnée à ce recouvrement par des fonctions de Bemstein.
Alors

^= t €,(^°PM,)e^(SM- l,K'nL')
1=1 = (W^K' n L') n gcs""1, K' n L')

et ^ ' = 1 au voisinage de K'\(K'HL'), ^ = 0 au voisinage de
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L'VK'HL'). Visiblement, f(x) = ^f-^etfâCR^K H L), /= 1
^ W /

au voisinage de K\(K H L) et / = 0 au voisinage de L\(K H L).

PROPOSITION 7.4. - Soient Î2 ^ c^iwr û?^ R", K et L deux
fermés semi-Nash de Î2 . Alors il existe une fonction /G(B(Î2 , K H L)
telle que /== 1 au voisinage de K\(KHL) et /= 0 au voisinage
de L \ ( K H L ) .

Preuve. — Par définition des ensembles semi-Nash, il existe un
entier p et un morphisme de Nash ^ : Î2 —^ R^, des fermés K' et
L' de R^ , chacun réunion finie de quadrants, tels que K = (^"^K') ;
L = (^(L') . D'après 7.3, il existe /' G (B(R^ , K' H L') telle que
/' = 1 au voisinage de K'\(K'HL') et /' = 0 au voisinage de
lA(K'ni/). Alors, d'après 7.2, / = = / ' o ^ vérifie les conditions
de la proposition.

COROLLAIRE 7.5. — Soient K^ , . . . , K des fermés semi-Nash
de î2 et soit g^(fi(Sî) une fonction plate sur K^ H . . . n K

p
Alors g = ̂  ^, avec ^G^3(Î2), .̂ plate sur K,.

Ï = l

Preuve. — II suffit de le démontrer pour p = 2. D'après 7.4,
il existe /G(B(Î2 , K^ H K^) telle que /= 1 au voisinage de
KiVKiHK^) et f=0 au voisinage de K^CKiHK^). La fonction
/^G(B(Î2\K^ H K^) se prolonge en une fonction f^ plate sur K^ .
En outre, f^ = f — f^ est plate sur K^ , c.q.f.d.

Nous terminons ce paragraphe par quelques remarques plus
ou moins connues sur les distributions prolongeables.

Soient Î2 un ouvert de R", F un fermé de Î2. Une distri-
bution TG6D'(Î2\F) est prolongeable en une distribution dans Î2
si et seulement si pour tout compact K de Î2, il existe une
constante C > 0 et un entier m > 0 , tels que V<pecx)(î2\F),
supp </? C K , on ait |T((^)J < C IMI^ (on pose

Ml.= Z !D^(x)|).
|0)|<W
x^SÎ\¥

On note û)'(î2,F) l'ensemble des distributions dans Î2\F pro-
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longeables en une distribution dans Î2. La remarque suivante est
évidente, mais essentielle.

LEMME 7.6. —Soient F un fermé de l'ouvert Sî ; K un compact
de Î2 ; m un entier > Q. Il existe une constante C > 0 telle que
pour tout (^ECD(n\F), s u p p ^ C K , tout cj <E M", | c o | < m ,
ro^ ^GÎ2 \F , o ^ f l î Y : JD^OC)! ^CrfOc.Fr- '^l IMI^ .

PROPOSITION 7.7. - .4iw /^ notations précédentes, <3)'(Î2,F)
^ KTÎ module sur ê(î2 , F).

Preuve. - Immédiate, d'après 7.6 et la formule de Leibnitz.

PROPOSITION 7.8. - So ient S î ^ S î ' des ouverts de R" et
f ' - î î—^ îî' une application analytique. Soit F l'ensemble des
zéros dans Î2 du jacobien J(/). A* TGCD'(Î2'), la distribution
/*T définie dans Î2\F appartient à û)'(î2,F).

Preuve. - Soit K un compact de î2. D'après [11], il existe
des constantes A > 0 et a > 1 telles que, Vx G K - F, / in-
duise un isomorphisme de la boule euclidienne ouverte B^ de
centre x et de rayon Ad(x, F)0' sur /(B^). Construisons une
partition C°° de l'unité par une famille localement fmie de fonc-
tions e,G6D(î2\F), partition subordonnée au recouvrement de
K\F par les boules B^ . Si cette construction est faite judicieu-
sement, elle vérifiera les conditions suivantes :

(i) S el = 1 au voisinage de K — F.
i

(ii) pour tout f , supp e, est contenu dans un boule B^..
(iii) si pi = rf(supp e,, F), il existe un entier positif p tel

que la série ^ p? soit convergente.
i

(iv) pour tout entier positif m, il existe une constante C^ > 0
et un entier ^ > 0 tels que V f , ||6,||^ < C^ ^m .

Nous devons trouver C > 0 et m e N tels que pour tout
^^Û)(Î2\F), supp^? C K :

1/*T(^)1 < C M|^. (7.8.1)
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Supposons tout d'abord que supp (p est contenu dans une boule
B^ . Soit ^eû)(î2') telle que ^ o / = < p . On a supp ̂  C/(K)
et donc des inégalités :

1/*T(^)!= [TWI <C'im^. (7.8.2)

Le jacobien J vérifie sur K une inégalité de -tojasiewicz par rap-
port à F. On en déduit l'existence de constantes C" > 0 et
a' > 0 telles que :

IWL',/00 <C" cKx^)-^ Ml^ (7.8.3)

(si (p€6D(R") et si X est un sous-ensemble de R" , on pose
IMkx = S ID^OOD- L'inégalité (7.8.1) résulte alors de

loîKw
x^X

(7.8.2), (5.8.3) et 7.6. Soit <pEû)(î2\F), s u p p ^ C K . D'après
les remarques précédentes, la formule de Leibnitz et (iv) :

!T(6,^)| < C Ile^l^ < C" ̂ m l]^ll,,suppe,. (7.8.4)

D'après 7.6:
IMksuppe, < C-pf^ \M^^ . (7.8.5)

D'où le résultat, d'après (7.8.4), (7.8.5), (i) et (iii).

PROPOSITION 7.9. — Soient î2^ un ouvert de R" ; Sî un
ouvert de R^ ; X un fermé de î2^ ; Y un fermé de Î2^ et soit
f : î2^\X —^ ^n\Y une application propre et C°° vérifiant les
conditions suivantes :

(i) limage réciproque par f d'un ensemble relativement
compact dans Sîp est relativement compacte dans Î2^.

(ii) Si K est un compact de S î p , il existe des constantes
C > 0 et a > 0 telles que, VxGy-^KVY) :

rfOc.X^C^AxLY^.

(iii) Les composantes f^,. . . , fp de f appartiennent à
ê(î^,F).

Alors, si TGÛ)'(Î^,X), /,TG6D'(^ , Y).

Preuve. — Elle est standard et laissée au lecteur.
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