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SUR LES STRUCTURES
TRANSVERSALEMENT AFFINES
DES FEUILLETAGES DE CODIMENSION UN

par BOBO SEKE

Le présent article est un prolongement des travaux de Reeb [1]
et de Tischler [2] sur les feuilletages de codimension 1 avec structure
transversalement de translation (feuilletages définis par la donnée
d’une forme de Pfaff fermée sans singularités). On y étudie les feuil-
letages C~ de codimension 1 avec structure transversalement affine.
Par commodité technique, les feuilletages considérés sont transver-
salement orientables (c’est toujours le cas a un revétement a deux
feuillets prés), les variétés ambiantes sont connexes.

De fagcon précise on s’intéresse aux questions suivantes :

1) Caractériser les structures transversalement affines en termes
de formes de Pfaff.

2) Examiner les conséquences topologiques et géométriques
de lexistence d’une structure transversalement affine sur un feuil-
letage F.

3) Classifier les structures transversalement affinesde F.

4) Etudier le «tourbillonnement» d’une structure transversa-
lement affine le long d’une transversale fermée.

Les points 1 et 2 ont été abordés partiellement par Fedida et
Furness dans [3], [4].

Signalons aussi que les feuilletages de codimension 1 avec struc-
ture transversalement affine constituent une classe particuliére des
feuilletages avec structure transverse homogéne considérés par
R.A. Blumenthal [5].
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On a divisé le travail en cinq paragraphes :

— le premier paragraphe concerne les préliminaires (structure
transverse de modéle donné, «tourbillonnementy, exemples propriétés
élémentaires des feuilletages de codimension 1 avec structure trans-
versalement affine) ;

— le paragraphe 2 est consacré aux équations de structure
(caractérisation des structures transversalement affines en termes
de formes de Pfaff, conséquences immédiates — isomorphisme, holo-
nomie, invariant de Godbillon-Vey, invariant d’une structure trans-
versalement affine);

— le paragraphe 3 donne la classification des structures trans-
versalement affines en codimension 1 (sur une variété compacte il
y a unicité lorsque le feuilletage a de I'holonomie ; dans le cas
général il y a unicité lorsque I'adhérence de toute feuille contient
une feuille avec holonomie ; en dimension 1, le probléme revient
a classifier les structures affines de la variété ambiante, notre mé-
thode permet de retrouver les résultats classiques sur les structures
affinesde R etde S! [6]);

— le paragraphe 4 examine quelques constructions (variétés
produit, «tourbillonnement», construction de Furness généralisée)
permettant d’obtenir des feuilletages ayant des feuilles partout
denses avec holonomie, des feuilletages presque sans holonomie
dont les feuilles n’ont pas toutes méme revétement universel ; des
feuilletages dont la variété ambiante est fermée et non fibrée sur
S! (dimension n = 6) ;

— le paragraphe 5 établit quelques propriétés (topologiques
et géométriques) découlant de l'existence d’une structure transver-
salement affine sur un feuilletage F (on considére I’holonomie
de cette structure transversalement affine : dans le cas abélien,
toute feuille non fermée est sans holonomie, si en plus la variété
ambiante est compacte, il n’existe pas de feuilles exceptionnelles ;
sur une variété compacte, on peut se ramener au cas transversale-
ment de translation lorsque les feuilles sont sans holonomie et que
le feuilletage admet une structure transversalement affine, ou bien
lorsque le feuilletage admet au moins deux structures transversale-
ment affines).

Signalons que Gilbert Hector (Lille) vient d’obtenir les résultats
suivants pour la dimension 3 :
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1) Il existe des variétés fermées non fibrées sur S! admettant
un feuilletage de codimension 1 transversalement affine.

2) I1 existe des feuilletages de codimension 1 transversalement
affines admettant un minimal exceptionnel.

Le dernier résultat confirme la remarque de Claude Lamoureux
selon laquelle la démonstration de Fedida et Furness [4] de la non
existence des feuilles exceptionnelles est incompléte.

Nous remercions Monsieur Godbillon pour ses encouragements,
ses critiques et suggestions.

I. PRELIMINAIRES

1. Structure transverse de modéle (N, II).

Soit F wun feuilletage de classe C* et de codimension ¢
(g = 1) sur une variété connexe V”". Désignons par II le grou-
poide des germes d’éléments d’un pseudo-groupe transitif de dif-
féomorphismes locaux C” d’une variété N de dimension q .

DEFINITION 1. — Une structure transverse de modéle (N, 1)
sur F est un cocycle régulier maximal ¢ de V" qui définit F
et prend ses valeurs dans I1. En pratique, la donnée de c corres-
pond d celle d’un atlas distingué maximal A ={(U;, k,));c} dé-
finissant F, ou les germes des changements de la coordonnée
transverse k;: U, — N appartiennent a 11.

Dans la terminologie de Haefliger [7], ¢ est une I'-structure
réguliétre de V" dont le feuilletage sousjacent est F (on identifie
rait.

On appelle feuilletage de modéle transverse (N, II) un feuil-
letage admettant au moins une structure transverse de modéle
(N,ID.
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2. Tourbillonnement d’une structure transverse de codimension 1.

DEFINITION 2. — En codimension 1 on dira que la structure c
«tourbillonne» le long d’une transversale fermée + si le feuilletage
déduit de F par un tourbillon le long de v admet au moins une
structure transverse de modéle (N,II) qui ne différe de c que
dans le domaine du tourbillon.

3. Quelques exemples.

1) Structure transversalement de translation en codimension 1

En codimension 1 la donnée d’une forme de Pfaff w fermée
sans singularités définissant le feuilletage F équivaut a celle d’une
structure transversalement de translation sur F (i.e. structure trans-
verse de modéle (R,T), ou T désigne le groupoide des germes
de translations de R). On appelle feuilletage de codimension 1
transversalement de translation un feuilletage de codimension 1
admettant au moins une structure transversalement de translation.
Un tel feuilletage est transversalement orientable, transversalement
analytique et sans holonomie. De plus on a les résultats suivants:

1) Si la variété ambiante est compacte, elle admet un groupe
4 un paramétre de transformations qui échange transitivement les
feuilles de F, on a alors toutes les feuilles partout denses ou bien
toutes les feuilles compactes auquel cas le feuilletage est une fibra-
tionsur I = [0,1] ousur S! (Reeb).

2) Une variété fermée admet un feuilletage de codimension 1
avec structure transversalement de translation si et seulement si elle
est fibrée sur S! (Tischler).

3) Les structures transversalement de translation sur F ne
«tourbillonnent» pas le long des transversales fermées.

2) Structures transverses de Lie [8], [9]

Lorsque II est le groupoide des germes de translations a
gauche d’un groupe de Lie G, les structures transverses corres-
pondantes sont appelées structures transverses de Lie de modéle
G . La notion de feuilletage de Lie (feuilletage avec structure transverse
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de Lie) a été introduite par Robert Hermann en généralisation des
feuilletages de codimension 1 définis par une forme de Pfaff fermée
sans singularités (feuilletages de Lie de modéle le groupe additif R).
Lorsque le groupe G est connexe, les structures transverses de Lie
de modele G sont caractérisées par les l-formes Q:TV" — §
a valeurs dans I'algébre de Lie de G telles que :

) Q,: T, V" — @ est surjective quel que soit x appartenant
a v,

2) dQ2 + 1/2 [©2, Q2] = 0 (condition de Maurer-Cartan) ;

3) £ = 0 est un systéme de Pfaff définissant F.

Ce résultat est une conséquence immédiate du théoréme suivant :

THEOREME (de Lie). — Une I-forme Q:TV" — & sur V"
a valeurs dans l'algébre de Lie d’un groupe de Lie connexe G telle
que dQL + 1/2 [2,2] = 0 s’écrit localement Q|U = k*w, ou, w
est la forme de Maurer-Cartan sur G et k:U—> G une applica-
tion différentiable ; cette écriture est unique, d une translation a
gauche de G prés, au voisinage de tout point de V" ; lorsque V"
est simplement connexe, l’écriture est globale.

Signalons que les feuilletages de Lie ont été étudiés par Fedida [9].

3) Structures transverses homogénes [5]

Lorsque Il est obtenu par localisation de laction canonique
d’un groupe de Lie G sur un espace homogéne G/K les structures
transverses correspondantes sont appelées structures transverses homo-
génes de modéle G/K. Le cas particulier o K = {e} donne les
structures transverses de Lie de modeéle G. On appelle feuilletage
transversalement homogéne de modéle G/K un feuilletage admet-
tant au moins une structure transverse homogéne de modéle G/K.
L’étude de tels feuilletages est faite par Blumenthal dans [5].

4) Structures transversalement affines de codimension 1

En codimension 1, les structures transverses homogénes de
modéle G/K, ou G est le groupe des transformations affines de
la droite réelle (G = R*x R opére sur R par (u,v).¢t=ut+ v)
et K =R*x{0} 1le sousgroupe d’homothéties fixant [Iorigine,
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sont appelées structures transversalement affines. Une structure trans-
versalement affine est orientable si son groupoide structural (grou-
poide des germes de transformations affines de R) est réductible
au sous-groupoide des germes de transformations affines croissantes
de R.

On appelle feuilletage de codimension 1 transversalement affine
un feuilletage de codimension 1 admettant au moins une structure
transversalement affine. Si F est un tel feuilletage, on a alors les
propriétés suivantes :

1) F est transversalement analytique ;

2) 'holonomie des feuilles est abélienne et caractérisée par sa
partie linéaire ;
3)si p: V' —> V est transverse 3 F, une structure transver-

salement affine (orientable) sur F induit une structure transversa-
lement affine (orientable) sur p*F ;

4)si V est de dimension 1, une structure transversalement
affine sur F est une structure affinede V ;

5)si F est transversalement orientable, toute structure trans-
versalement affine sur F est orientable, dans ce cas, holonomie finie
est synonyme d’holonomie nulle ; les feuilles fermées avec holonomie
sont isolées dans l’ensemble des feuilles fermées, et lorsque V est
compacte, toutes les feuilles sont compactes (et sans holonomie)
ou il existe au plus un nombre fini de feuilles compactes (toutes avec
holonomie) ;

6) si V est simplement connexe, toute structure transversa-
lement affine sur F est définie par une submersion de V dans R ;
deux submersions définissent la méme structure transversalement
affine si et seulement si elles se déduisent I'une de l'autre par une
transformation affine de R (la transformation affine est croissante
si on oriente la structure).
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II. EQUATIONS DE STRUCTURE

On donne la caractérisation des structures transversalement
affines de codimension 1 en termes de formes de Pfaff. Quelques
conséquences immédiates sont établies.

1) Soit ¢ wune structure transversalement affine orientable de
F correspondant a un atlas A = {(U;, k;),c;} ou les k; vérifient
la condition (*) k;=a;k; +b; (a;>0,b; localement cons-
tantessur U, N U;).

Si w =0 est une équation de Pfaff définissant F, P’écriture
locale de w en fonction des k; détermine une l-forme fermée w,
telle que dw = wAw,;. Quand on remplace w par a= fw, il
faut remplacer w, par o, = w, —df/f. En effet, I'écriture lo-
cale wl|U; = dk,/f; et la condition (*) montrent que I'on a f; = a;f
ou encore df/f; = df;/f;. Silon pose w,|U; = df,/f;, on déter-
mine une forme de Pfaff globale w, fermée telle que dw = w A w, .
Si a =dk;/s; et o« = fdk,/f;, onobtient «, = ds;/s; = df,/f, — dflf.

2) Soit w =0 wune équation de Pfaff définissant F. La
donnée d’une forme de Pfaff fermée w, vérifiant la condition
(**) dw = wAw, détermine via le théoréme de Lie Iécriture lo-
cale w|U, =dk,/f;, w, =df;/f; unique aux identifications sui-
vantes prés (f;, k;) ~ (a;f;, a;k; +b;) (a; > 0,b; localement
constantes). Comme «w est sans singularités, les k; sont des sub-
mersions qui déterminent une structure transversalement affine
orientable sur F. Pour appliquer le théoréme de Lie, on observe
que w et w,; sont les composantes d’une 1-forme £2:TV'— ¢
a valeurs dans l'algébre de Lie du groupe affine positif G, = R} xR
vérifiant la condition de Maurer-Cartan d2 + 1/2 [2,2] = 0. On
peut faire ’économie du théoréme de Lie en utilisant le lemme de
Poincaré sur les formes de Pfaff fermées.

Si w, est une autre forme de Pfaff fermée vérifiant (**),
on a w|U; = dk;/f] et w, = df//f]. Lorsque les structures trans-
versalement affines orientées données par k, et k; coincident, on
a les relations k; = a,.k,f + b; (a; >0, b; localement constantes) ;
ceci implique f; = a,f; ouencore w; = w,.

Si on remplace w par = fw (f> 0), une forme de Pfaff
fermée «, telle que da = aa«, détermine la méme structure
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transversalement affine orientée de F que celle donnée par w,
si et seulement si «, = w, —df/f. En effet, on a localement
a =dh/s; = fdk;/f;, oy =ds;/s;, w, =df;/f;. Lorsque les &,
déterminent la méme structure orientée que les k;, on a les relations
; = a;k; + b, (a; > 0). On endéduit I'égalité ds,/s, = df,/f, — df/f
ou encore @, = w, — df/f. Réciproquement les couples (w, w,)
et (fw,w, —df/f) déterminent la méme structure transversale-
ment affine orientée de F si f> 0. On peut aussi voir que les
couples obtenus au point 1 donnent la structure ¢ dont on est parti.
(Pour <0, (fw,w,;—df/f) donne la méme structure avec
'orientation opposée que (w, w,;).)

3) Les points 1 et 2 donnent le théoréme suivant :

THEOREME 1. — Les structures transversalement affines orientables
de F sont caractérisées par les couples (w,w,) de formes de Pfaff
de V" telles que :

(i) w est sans singularités ;

(i) dw =wArw, ;

(iii) dw, = 0;

(iv) w = 0 est une équation de Pfaff définissant F ,

modulo les identifications (w, w,) ~ (fw, w, — df/f).

Si Ton désigne par (F,{w, w,}), la structure transversalement
affine de F correspondant au couple (w, w,;), on a alors les corol-
laires suivants :

COROLLAIRE 1. — La classe de cohomologie réelle [w,] € H'(V,R)
est un invariant de la structure transversalement affine (F,{w, w,;})
(elle varie avec la structure transversalement affine).

COROLLAIRE 2. — Si ¢:V'—> V est transverse ¢ F, la struc-
ture transversalement affine (F, {w,w,}) induit sur ¢*F la
structure transversalement affine

¢*(F,{w, w, D) = (¢*F, {p*w, p*w,}).

COROLLAIRE 3. — Pour que (F,{w,w,;}) soit isomorphe d
(F',{w', w1, il faut et il suffit qu’il existe un difféomorphisme
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¢:V'—> V des variétés ambiantes correspondantes et une fonc-
tion f sur V' telsque

o*(w, w,) = (p*w, p*w,) = (fu', 0] — df/f).

COROLLAIRE 4. — L'invariant de Godbillon-Vey est nul pour
les feuilletages de codimension 1 avec structure transversalement

affine.

COROLLAIRE 5. — Pour toute feuille L, la forme w,|L dé-
termine I’holonomie de cette feuille ; en particulier L est sans holo-
nomie si et seulement si [w,|L] = 0.

Les corollaires 1 a 4 sont immédiats.

Etablissons le corollaire 5. Dans la théorie générale des feuil-
letages C* de codimension 1, la forme w,|L détermine I’holo-

nomie linéaire de L. De facon précise, on a N w,|L = LogdH,

pour tout élément y de w, L, ou dH désigne ’holonomie linéaire.
Dans notre cas, I'’holonomie. est caractérisée par sa partie linéaire.
D’ou la conclusion.

III. QUELQUES CONSTRUCTIONS

1. Structures sous-jacentes a une structure transversalement
de translation.

Une structure transversalement de translation correspondant
a une forme de Pfaff fermée sans singularités w détermine une
infinité de structures transversalement affines correspondant aux
couples (w,gw), ou g est une fonction constante sur les feuilles.

Lorsque la classe de cohomologie réelle [w] n’est pas nulle,
les structures transversalement affines provenant des couples (w, w)
et (w,0) ne sont pas isomorphes.

Sur le tore T? le difféomorphisme d’Anosov provenant de I’ap-

plication unimodulaire de matrice M = (% é est un isomorphisme
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entre les structures transversalement affines (F,{w, aw}) et
(F,{w,w}), ot w=(1+5dx—-2dy et a=(3—+/5)/2.

2. Variétés produit.

Soient f:V” — R une fonction ayant zéro pour valeur
réguliere (f(x) = 0 implique df, #0) et w une forme de Pfaff
fermée sans singularités sur une variété N. Surle produit M = V" x N,
la forme de Pfaff o = df + fw est intégrable et sans singularités,
elle définit un feuilletage F avec structure transversalement affine
(F, {a, w}). Lorsque w n’est pas exacte, les feuilles fermées cor-
respondent aux composantes connexes de f '(0). On montrera
au paragraphe 5 que lorsque M est compacte, F est presque sans
holonomie (et sans feuilles exceptionnelles). Ce procédé sera ap-
pliqué au cas particulier od N=S8! et V*=8" (n=3) pour
obtenir des feuilletages presque sans holonomie dont les feuilles
n’ont pas méme revétement universel (§ V.).

3. Tourbillonnement.

Au paragraphe 4, on démontrera le théoréme suivant :

THEOREME 2. — La structure transversalement affine (F,{w, w1
«tourbillonne» le long d’une transversale fermée < si et seulement

si l'intégrale w, est non nulle.
Y

Le «tourbillonnement» nous a permis de mettre en évidence
des feuilletages admettant a la fois des feuilles compactes, des feuilles
propres non compactes, des feuilles localement denses.

4. Construction de Furness généralisée.

i) Soient w une forme de Pfaff fermée sans singularités sur
M et f:M— M un difféomorphisme tel que f*w = aw, on
a est un réel # 1 strictement positif. La forme « = a 'w définit
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sur Mx R un feuilletage F admettant la structure transversale-
ment affine (F,{«a, Logadt}) invariante par 'action de Z donnée
par n.(x,t) = (f"(x),t+ n). Le feuilletage induit par F sur
la variété quotient V = (M x R)/Z hérite d’une structure transver-
salement affine induite par (F, {, Log adt}).

Dans I’exemple de Furness, on pose
M=T2, w=(l++/5dx — 2dy

et f: T> — T? provient de I'application unimodulaire
(1 1\. g2 2
u=(] 3):R*— R

Le feuilletage induit sur V = (T? x R)/Z a toutes ses feuilles
partout denses, les feuilles sans holonomie sont difféomorphes a
R? et les feuilles avec holonomie sont des cylindres difféomorphes

N

4 S'xR. Le feuilletage n’est donc pas presque sans holonomie.

ii) Plus généralement, soient H : m, W —> Z un homomorphisme
surjectif et ¢ :Z—> Diff(M) une représentation qui envoie 1 sur
f (f étant le difféomorphisme donné en i). L’homomorphisme
compos¢é H,= ¢y oH permet de construire un fibré en M dont
P’espace total est muni d’un feuilletage de codimension 1 avec struc-

ture transversalement affine. On considére a cet effet le diagramme
commutatif :

Wx M W x M)/m,W
W

p w

(p revétement universel), m, W opére sur W x M par

7-(x’y) = (7 x:Hf(7)- y)s
cette action laisse invariante la structure transversalement affine

(F,{a,Logadh}), oi a=a"w, h est une fonction sur W véri-
fiant la condition A(y. x) = h(x) + H(vy).

Le feuilletage induit sur V = (WxM)/wIW par F (feuille-
tage défini par o) hérite d’une structure transversalement affine
induite par (F, {a, Logadh}).

On montrera au paragraphe V que pour un choix convenable
de W, lavariété V ne peut pas étre fibrée sur le cercle S!.
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On peut varier a loisir I’exemple de Furness en prenant
M=T" (n=22), w=adx, +...+a,dx,, en choisissant f

a,,...4a
. . . 11 1n
provenant d’une matrice unimodulaire A = | : : telle
a, Apy -+ - Amn
que | . soit vecteur propre de la transposée de A associé a

n
une valeur propre a > 0 et différente de 1.

IV. CLASSIFICATION DES STRUCTURES
TRANSVERSALEMENT AFFINES

(Cette classification ne tient pas compte de ’orientation.)

1. Dimension 1.

On retrouve par une méthode qui nous semble originale les
résultats classiques selon lesquels la droite réelle a trois structures
affines non isomorphes et le cercle S' une infinité de structures
affines caractérisées par les réels positifs [6].

La droite réelle.

i) La structure affine canonique sur R (donnée par l'iden-
tité ¢ > t) correspond au couple (dt,0). Le groupe des auto-
morphismes est le groupe affine.  En effet, un tel automorphisme
f doit vérifier les conditions suivantes :

a) f est un difféomorphisme de R ;

b) df = f*dt = Ldt ;

c) f*0=0-dL/L.

On en déduit que f est une transformation affine. Les iso-

morphismes locaux sont les restrictions de transformations affines
(Cf. D).

ii) La demi-droite ]0,+ o[ avec la structure induite par i)
a pour groupe d’automorphismes le sous-groupe des homothéties
positives H, = R} x {0}.
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iii) L’intervalle ]—1,+ 1[ avec la structure induite par i) a
pour groupe d’automorphismes le sous-groupe {* Id}.

Les structures i), ii) et iii) sont deux a deux non isomorphes.
Pour les structures induites par i), les intervalles Ja, + o[, ]— o=, b][,
10, + o[ sont isomorphes, Ja,b[ est isomorphe a ]—1,+1][.

La structure ii) correspond a (dt,dt) sur R et la structure
iii) a (dt,—2th(t)dt), ou th désigne la tangente hyperbolique.

THEOREME 3. — Toute structure affine sur R est isomorphe
a l'une des trois structures précédentes.

Preuve. — Comme R est simplement connexe, toute structure
affine provient d’une submersion k: R — R, donc d’un difféomor-
phisme sur l'un des intervalles la, + o[, ]—o,b[, la,b]|,
]— o, + o[ et correspond au couple (dk,0) = k*(dt,0). D’ou
la conclusion.

Le cercle S!

Le cercle S' = R/Z est orientable, donc toute structure affine
sur S! est orientable et provient d’un couple (df, w,), ou db
est la forme canonique sur S!.

Le nombre |f1 wll est un invariant de la structure affine.

s

Les structures affines provenant des couples (d0,Adf), A réel
positif, sont deux 4 deux non isomorphes. Par ailleurs I’application
6 —> — 0 est un isomorphisme entre les structures affines prove-
nant des couples (d6, AdO) et (df, — AdSf).

On va démontrer le théoréme suivant : -

THEOREME 4. — La structure affine sur S' déterminée par le
couple (df, w,) est isomorphe a celle provenant de (df ,Adf),

ou A=|£lwl|.

Preuve. — La structure affine correspondante sur R est
déterminée par le couple (dt,dh) ou h vérifie la condition

h(t+1)=h(t)+£lw1.
Si lintégrale f w,; est nulle, la fonction % est périodique

S t 1
et Tlapplication ¢: ¢+ [‘/0‘ exp(h(s)) ds]/ [j‘; exp (A (s)) ds]
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est un isomorphisme de cette structure sur celle déterminée sur R
par (dt,0) tel que (¢ +1)=¢(t) +1. D’ou Iexistence d’un
isomorphisme entre les structures affines de S! données par les
couples (df, w,) et (df,0).

Si lintégrale A = f 1w‘ n’est pas nulle, on peut la sup-
s 1 t
poser positive. L’expression Y (¢f) = X In [ ~/<; exp(h(s)) ds]

définit un difféomorphisme de R qui est un isomorphisme de la
structure considérée sur celle donnée par le couple (dt,Adt) tel
que Yy +1)=yY(r)+1. D’ou [lexistence d’un isomorphisme
entre les structures affines de S' données par les couples (df, w;)
et (dO, Adf).

Remarques

1) Le groupe des automorphismes de la structure affine de
S! correspondant & (df,Adf), A> 0, (resp. (df,0)) est le
groupe des rotations (resp. le groupe engendré par les rotations
de la symétrie 6 — — 0).

2) On peut donner une démonstration plus conceptuelle du
théoréme 4 utilisant la classification des structures affines de R,
comme nous I’a fait remarquer M. Godbillon.

2. Dimension quelconque.

Soit w = 0 une équation de Pfaff définissant un feuilletage
F. Si w est fermée, toute l-forme w, telle que dw = wAw,
s’écrit w, = Lw, ou L est une fonction constante sur les feuilles
de F. Lorsqu’il existe une feuille partout dense, L est une cons-
tante. Lorsque F est une fibration sur le cercle S!, la projection
établit une correspondance biunivoque entre les structures transver-
salement affines de F et les structures affines de S!. Lorsque w
est fermée, les structures transversalement affines correspondant
aux couples (w, aw) et (w,bw), a et b réels, sont isomorphes
si et seulement si il existe un difféomorphisme ¢ de la variété am-

a

biante telque ¢ *w = 3 w.
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THEOREME 5. — Dans chacun des trois cas suivants, le feuille-
tage ¥ admet au plus une structure transversalement affine :

1) La variété ambiante est compacte et le feuilletage a de I’holo-
nomie.

2) La réunion des feuilles avec holonomie est partout dense.

3) L’adhérence de toute feuille contient une feuille avec holo-
nomie.

Ce théoréme découle des lemmes suivants :

LEMME 1. — Soit o une forme de Pfaff fermée sur une variété
N et g une fonction telle que dg — gaa = 0. Si o n’est pas exacte,
la fonction g est identiquement nulle; si o est exacte ou bien g
est identiquement nulle, ou bien g n’a pas de zéro.

LEMME 2. — Soit o = 0 une équation de Pfaff définissant F
sur une variété N. Si g est une fonction vérifiant d(go) =0,
alors :

1) g71(0) est un fermé saturé par des feuillesde F.

2) g est identiguement nulle au voisinage de toute feuille ayant
de I’holonomie contractante.

3) Lorsque N est compacte, F a de I’holonomie et g n’est
pas identiquement nulle, le feuilletage admet un ouvert non vide
saturé par des feuilles compactes.

Preuves
A. Comment déduire le théoréme des lemmes ?

Si les couples (w,w,), (w, w,) déterminent deux structures
transversalement affines distinctes sur F, il existe une fonction g
telle que w, = w, + gw avec d(gw) = 0. Il s’agit de montrer
dans les conditions du théoréme que g est identiquement nulle.

a) S’il y a holonomie et si la variété ambiante est compacte,
le feuilletage F admet seulement un nombre fini non nul de
feuilles compactes. Dans ce cas, g sannule identiquement en
vertu du lemme 2 (point 3). Ceci établit le point 1 du théoréme.

b) S’il y a au moins une structure transversalement affine
orientable sur F, I’holonomie des feuilles est contractante. En
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vertu du lemme 2 (point 2), g est identiquement nulle dés que
I’on est dans 'une ou lautre des situations 2 et 3 du théoréme.
D’ou la conclusion.

B. Lemme 1

Soit p:N—> N le revétement universel de N. On a
p*(dg —ga) = dgop —gopdh =0 ou encore d(e"gop)=0.
Par conséquent e #gop = Cte. Si a n’est pas exacte, il est clair
que g s’annule. D’ou la conclusion.

C. Lemme 2

1) Soit «, une forme de Pfaff telle que do =aarq,. La
condition d(ga) =0 implique I'égalité dg — ga,|L =0, quelle
que soit la feuille L. En vertu du lemme 1, g7!(0) est un fermé
saturé.

2) Soit L wune feuille ayant de I’holonomie contractante. Dé-
signons par 7y un lacet dans L de base x, dont le difféomor-
phisme d’holonomie est contractant. Considérons en x, un segment
transverse au feuilletage, et sur ce segment un point ¢, tel que
g(ty) #0. Alors g# 0 au voisinage de ¢,. On peut supposer
qu’on a la figure suivante :
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On a ‘/['t goc=_/ goz=...=f ga. Comme

0+bol [71,04] [tnbp)
t, —b,—™ 0, on a lto,bolga = 0. Donc g a des zéros dans
[ty, bol. D’ou la contradiction.

3) Désignons par U une composante connexe de 1ouvert
saturé ou g #0. Comme N est compacte, U - U contient un
ensemble minimal qui est une feuille compacte ; un minimal excep-
tionnel contiendrait une feuille avec holonomie contractante (10),
ce qui impliquerait I'existence des zéros de g dans U. Par ailleurs,
la feuille compacte obtenue est sans holonomie du co6té de U ; en
effet, ou bien I'holonomie est contractante, ou bien arbitrairement
prés de L, il y a une feuille de U avec holonomie contractante ;
dans les deux cas, il y a contradiction. Le théoréme de stabilité
locale donne alors le résultat.

COROLLAIRE. — Sur une variété compacte V" (n=12), un
feuilletage de codimension 1 admettant au moins deux structures
transversalement affines orientables peut étre défini par une forme
de Pfaff fermée sans singularités.

Preuve. — En vertu du théoréme 5, le feuilletage est sans holo-
nomie. Si toutes les feuilles sont denses, la fonction g est sans
zéro. Si toutes les feuilles sont compactes, le feuilletage est une fi-
bration sur S! ousur I =[0,1].

3. Application : «tourbillonnementy .

On va démontrer le théoréme 2 annoncé au paragraphe III
en utilisant la classification des structures affines de S!.

i) Condition suffisante.

Soit vy une transversale fermée telle que f w; #0. Dési-
Y

gnons par U un voisinage tubulaire feuilleté de 7, difféomorphe
a S'xR" 1!, Quitte & remplacer (w,w,) par un couple équiva-
lent, on peut supposer que w = df. Les conditions d(df) = df A w,
et dw, =0 impliquent Iécriture w, = f(0)d0O, de sorte que
F/U provient d’une structure affine de S'. Modulo un difféomor-
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phisme de S!x R""! de la forme A xId|R""!, on peut prendre
(df,w,) = (df,Adf), oulona A =l ‘/; w1|. En posant V, = U
et V,=V" - (S!x{x€R"! |Ix|>2}), on obtient un recou-
vrement ouvert de V”. Soit alors f:R""! — R une fonction
ayant zéro pour valeur réguliére et telle que f= 1/A pour |lx| > 2.
Les couples (a, )|V, = (df + fAdO, AdO) et (w,w,)|V,
coincident sur V, NV, et définissent un couple global (B, ;)
sur V" donnant un nouveau feuilletage ¢ ayant une feuille com-
pacte difféomorphe & S!x S"~? et admettant la structure trans-
versalement affine (3¢, {8, B,}). On observe que

(F,{w, wl})lvz = (5e, {8, 61}) le .

i1) Condition nécessaire

Supposons que le feuilletage &€ déduit de F par un «tour-
billonnement» le long d’une transversale fermée 7y soit muni d’une
structure transversalement affine (8€, {«,a}). Le «tourbillon» ne
modifie F que dans un voisinage U de vy difféomorphe a S! x R"~!,

f w, =0, on peut trouver un lacet contenu dans V" —U
tel que f o, =0 aussi. Ceci implique que o, |U est exacte et

F|U est sans holonomie avec une infinité de feuilles compactes.
D’ou la contradiction car ¥€ a de ’holonomie et V" est compacte.

Le théoréme de «tourbillonnement» a pour conséquences les
propositions suivantes :

PROPOSITION 1. — Toute variété compacte V" (n=2) fibrée
sur S' admet un feuilletage de codimension 1 avec holonomie muni
d’une structure transversalement affine.

Preuve. — La fibration p:V —> S! détermine un feuilletage
ayant des transversales fermées <y telles que f p*dd # 0, ce
Y

qui permet de tourbillonner la structure transversalement affine pro-
venant du couple (p*df, p*df).

PROPOSITION 2. — Il existe des variétés fermées de dimension
n (n=3) admettant un feuilletage F de codimension 1 trans-
versalement affine ayant a la fois des feuilles compactes, des feuilles
localement denses, des feuilles propres non compactes.
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Preuve. — 11 suffit de considérer un feuilletage transversalement
affine avec holonomie dont les feuilles sont toutes partout denses
(exemples donnés par la construction de Furness et d’appliquer le
«tourbillonnement» aux transversales fermées qui sont homologues
a des lacets avec holonomie contenus dans certaines feuilles.

V. QUELQUES PROPRIETES (GEOMETRIQUES
ET TOPOLOGIQUES)

1. Préliminaires.

i) Holonomie d’une structure transversalement affine

ProposITION 3. — Un couple (w,w,) définissant une struc-
ture transversalement affine de F détermine un homomorphisme
H: m,(V,xy) — G, = R xR; [I'homomorphisme correspondant
a un couple équivalent s’obtient en composant H avec un automor-
phisme intérieur de G, .

Preuve. —Si  p:(V,x,) — (V,x,) est le revétement
universel avec points de base, on peut choisir deux fonctions
k:(V,xy) — (R,0) et h:(V,xy) — (R, 1) telles que
p*(w,w,) = (dk/h,dh/h). Tout élément v de m (V,Xx,) vé-
rifie la condition v*(dk/h,dh/h) = (dk/h,dh/h). On en déduit
Pexistence d’un élément (a,b) de G, tel que koy=ak+ b,
ho~v =ah. L’homomorphisme cherché envoie 7y sur (a,b). De
plus, on a les diagrammes commutatifs :

v .V VT .V
. lk hl I

(H'(y) dérivée de H(Y)).
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Quand on remplace (w,w,;) par un couple équivalent
(fw, w, — df/f), on a les relations

p*(fw, w, — df/f) = (dk'/n’, dh'[h") = (fdk/h , dn/h — dff).

En posant A = f(x,), on obtient h' = Ah/f et k'= Ak. Les
conditions k'oy=a'k'+b' et h'o+y =a'h’ impliquent alors
a' =a et b' = Ab. D’ou la conclusion.

Calculde H(y) = (a, b) :

Si q:(W,z))— (V,x,) est le revétement galoisien de
V associé a w,, alors p se factorise e‘l travers q :

(V xo) — (W, z,)

NP4

de sorte que V', xo)

p*(w,w,) = (dk/h, dh/h) = r*(q*w, q*w,) = r*(g*w, ds/s).
Les relations kovy=ak +b et hoy =ah montrent que l'on
=e et b= sq*w ou v est la classe d’homotopie
aa xp(‘/;wl) _/; q 0% d pi

(avec extrémités fixes) des chemins & tels que [(p(6)]=+vy. Le
noyau de est formé d’éléments <y vérifiant les conditions

fwl—O etfsq w=0.

ii) Observations

1) Le noyau de H ne dépend que de la structure transversa-
lement affine définie par (w, w,;); de plus ce noyau ne contient
aucun élément qui soit la classe d’homotopie d’une transversale
fermée, ceci exclut en particulier I'existence de transversales fermées
d’ordre fini.

2)Si i, : L—V est linclusion canonique de la feuille pas-
sant par x, ’homomorphisme induit sur n,(L, x,)

Hy: 7, (L, xo) Bl m,(V, x,) —> G,

envoie un élément vy de w,(L,x,) sur (exp(f wl,L) O). Par
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conséquent H; ne dépend pas de la structure transversalement
affine particuliére considérée (et détermine ’holonomie de L).

3) A un automorphisme intérieur de G, prés, on peut parler
de I'holonomie d’une structure transversalement affine (orientable).

4) Le revétement galoisien de (V, x,) associé au noyau de
H s’obtient aussi en composant les revétements associés a4 w, et
a sq*w respectivement.

5) Le caractére abélien (resp. non abélien) de H(m (V,x,)) =K
est une propriété de la structure transversalement affine définie par
(w B w]) .

iii) Définitions.
La derniére observation de ii) justifie les définitions suivantes :

La structure (F,{w, w;}) est abélienne (resp. non abélienne)
sile groupe K = H(m,(V, x,)) est abélien (resp. non abélien).

Dans le cas abélien, une et une seule des situations se présente :

a) Le groupe K est de rang zéro, dans ce cas on dira que la
structure (F,{w, w,}) est triviale.

b) Le groupe K est un sous-groupe de translations de rang au
moins 1, la structure correspondante sera dite additive.

c) Le groupe K est un sousgroupe d’homothéties de méme
centre et de rang au moins 1, dans ce cas on dira que la structure
correspondante est multiplicative.

2. Quelques propriétés.

PROPOSITION 4. — L’homomorphisme associé a un couple (w, w,)
détermine un fibré w:P—>V en R dont lespace total P est
muni d’un feuilletage F' de codimension 1 avec structure transversa-
lement affine (F', {w', w}}) telle qu’il existe une section s:V —> P
de w vérifiant la condition s*(w', w)) = (W, w,).

PROPOSITION 5. — Lorsque [l'holonomie de (F,{w,w,}) est
abélienne et de rang 1, toutes les feuilles de F sont propres.
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THEOREME 6. — Soit  q: (W, z,)— (V,x,) le revétement
galoisien de V associé au noyau de H. Si L et L' sont respec-
tivement la feuille de F passant par x,, la feuille de F' = q*F
passant par z , dans le diagramme commutatif suivant :

;——ew

qll’ lq

L;——-——>V

qIL":L'—> L est le revétement galoisien associé a w,|L (ou
encore au noyau de Hp), en particulier q\L' est un difféomor-
phisme si et seulement si L est sans holonomie.

*PROPOSITION 6. — Dans chacune des situations suivantes, toute
structure transversalement affine orientable sur F est abélienne :

1) Le groupe fondamental de V" est abélien.

2) Le groupe des commutateurs de w,(V,Xx,) est contenu
dans le groupe I« (m (L, xy)), ou L est la feuille passant par x, .

PrROPOSITION 7. — La structure transversalement affine
(F,{w, w,}) est triviale si et seulement si (w, w,) = (dk/h, dh/h)
(elle peut étre définie par une submersion auquel cas V n’est pas
compacte).

PrOPOSITION 8. — Si V" est compacte, la structure transver-
salement affine (F,{w,w,}) est additive (i.e. ’holonomie de cette
structure est un sous-groupe de translations de rang au moins 1) si
et seulement si w, est exacte (auquel cas F peut étre défini par
une forme de Pfaff fermée).

*PROPOSITION 9. — La structure  transversalement  affine
(F,{w,w,}) est multiplicative (i.e. I'’holonomie de la structure
transversalement affine est un groupe d’homothéties de rang au
moins 1 et de méme centre) si et seulement si :

1) La forme w, n’est pas exacte.
2) 1l existe une fonction f:V —> R telle que w =df + fw,.
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THEOREME 7. — Sur une variété compacte V", un feuilletage
F ayant wune structure transversalement affine multiplicative
(F,{df + fw,, w,}) est presque sans holonomie ; si toutes les
feuilles ne sont pas compactes, il existe un groupe d un paramétre
de transformations de V qui échange transitivement les feuilles
contenues dans chaque composante connexe de l'ouvert saturé par
les feuilles non-compactes (dans une composante connexe, les
feuilles sont toutes propres ou toutes localement denses, il n’existe
pas de feuilles exceptionnelles).

THEOREME 8. — Sur une variété compacte V, toute structure
transversalement affine (F,{w, w,}), ou F est sans holonomie,
est abélienne et provient d’une structure transversalement de trans-
lation sousjacente (F peut étre défini par une forme de Pfaff
fermée sans singularités).

ProprosITION 10. — Sur V" fermée, la structure transversalement
affine (F,{w,w,}) est additive si toute transversale fermée -y

vérifie la condition j w, =0; si f w, ¥ 0 pour toute trans-
Y Y

versale fermée <, il n'existe pas de feuille non propre avec holo-
nomie (en particulier pas de minimal exceptionnel).

THEOREME 9. — Sur une variété fermée V", un feuilletage
F ayant une structure transversalement affine multiplicative
(F, {df + fw,,w,}) peut étre approché par un feuilletage F' avec
structure transversalement affine multiplicative (F',{df + fw], w}}
dont toutes les feuilles sont propres.

Contrairement au cas des formes de Pfaff fermées sans singu-
larités, la présence d’un couple (w,w,) sur une variété fermée
n’assure pas l’existence d’une fibration de cette variété sur le cercle
S!. On a le théoréme suivant :

THEOREME 10. — Pour tout entier n=6, il y a une variété
fermée au moins V" non fibrée sur S' admettant un feuilletage
de codimension 1 transversalement affine orientable.

Observation. — Les structures transversalement affines qui in-
terviennent dans le théoréme 10 ne sont pas abéliennes. On peut
se demander s’il y a fibration dans le cas abélien.
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3. Retour aux exemples.

i) Variétés produit M = V x N :

Dans ces exemples, les structures transversalement affines
(F,{df + fw, w}) sont abéliennes (multiplicatives si w n’est
pas exacte), I'holonomie de la structure est donnée par le groupe
des périodes de w. Dans le cas particulier ot N = S!, TI’holo-
nomie de la structure est de rang 1, par conséquent toutes les feuilles
de F sont propres.

Considérons le cas ou V = S""! (n > 4). En posant
M=g8"!x8§, f:8"'—R, flx,,...,x,)=x,, le feuille-
tage F défini par la forme de Pfaff o = df + fd6 a une seule feuille
compacte (difféomorphe a4 S"~2x S!'), les feuilles non compactes
sont difféomorphes 2 R"~!. Par conséquent, les feuilles n’ont pas
méme revétement universel.

ii) Construction de Furness généralisée :

Lorsque M est compacte, le feuilletage sur V = (M x R/Z
donné par la construction de Furness admet une structure trans-
versalement affine non abélienne ; les feuilles ont méme revétement
universel. Par exemple, le feuilletage de Furness sur (T2 x R)/Z
a toutes ses feuilles denses et admet une structure transversalement
affine (F, {a,a;}) pour laquelle il existe des transversales fermées

v telles que fal # 0. Le tourbillonnement donne un feuilletage
Y

avec feuille compacte, feuilles propres non compactes, feuilles loca-
lement denses.

4. Démonstrations.

PrOPOSITION 4 : On considére le diagramme commutatif :

xR-——>P—(VxR)/1r \%

j :
%

>V
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ou p est le revétement universel, p, la premiére projection,
la fibration cherchée, 7,V opére sur Vx R par

y.(x,t)=(y.x,H®). D).
Sur le produit V x R, le couple (dt/h,dh/h) est invariant par
Iaction de w,V et détermine par conséquent un couple (x, «,)
sur la variété quotient P (on a (dk/h, dh/h) = p*(w, w,)). Par
ailleurs, I’application K:V — VxR:x (x, k(x)) est une
section de p, telle que

K*(dt/h, dh/h) = (dk/h,dh/h), K(y.x) =v.K(x).
On en déduit une section s: V— P de 7 vérifiant

s*a, ) = (w, w,).

La Proposition 5 est une conséquence immédiate de la cons-
truction utilisée dans la démonstration de la Proposition 4. Les
feuilles de F sont en effet toutes propres lorsque I’holonomie de
(F,{w, w,;}) estabélienne et de rang 1.

THEOREME 6 : Dans la théorie générale des variétés feuilletées
q/L' est un revétement tel que q/Ly(m, (L', zy)) = i;.‘(q*(ﬂl(W, z,))) .
Dans notre cas, nous avons «/ei;:(q*(wl(w, z,))) si et seulement

si f w,|L =f w, = 0. D’ou la conclusion.
Y ip*y

ProOPOSITION 6 : Dans cette proposition, le point 1 est évident.
Démontrons le point 2. On sait que H(iL.(wl (L, x4))) est contenu
dans le groupe d’homothéties de centre zéro. Par ailleurs, I'image
d’un commutateur est une translation puisque dans G, un commu-
tateur est une translation. Mais une translation qui est en méme
temps une homothétie fixant un point coincide avec l'identité. Par
conséquent le groupe des commutateurs est contenu dans le noyau
de H. D’ou la conclusion.

La PROPOSITION 7 est évidente.

PROPOSITION 8 :

i) Supposons (F, {w, w,}) additive. Sur le revétement uni-
versel V, on a p*(w,w,)=(dk/h,dh/h) avec les relations
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koy=k+b, hoy =h quel que soit I'élément vy de =, (V,x,).
Par conséquent w, est exacte, la fonction % est un facteur inté-
grant pour w.

ii) Si w, est exacte, il est clair que H(m (V", x,)) est un sous-
groupe de translations puisque si 'on écrit p*(w , w,) = (dk/k, dh/h),
la fonction % est invariante dans les relations A o<y =ah. Donc
a=1.

PROPOSITION 9 :

i) Supposons (F, {w, w,}) multiplicative. Sur le revétement
universel V, nous avons p*(w,w,) = (dk/h,dh/h). Les ¢k-
ments (a, b) de H(m (V,Xx,)) ont méme centre f,. En posant
f = (k — ty)/h, on obtient une fonction invariante par l'action de
T,(V, x,) telle que p*w =df+ fp*w,. On en déduit I’égalité
w=df+ fw,.

ii) Si 'on suppose w =df+ fw,, on obtient sur le revéte-
ment universel p*(w,w,) = (dk/h, dh/h) = (d(fh)/h, dh/h). Si
f(x,) # 0, on peut prendre k = fh — f(x,). Les conditions
kovy =ak + b et hoy =ah montrent que'ona b = f(x,) (a—1).
De sorte que les (a, b) sont des homothéties de méme centre f(x,).

THEOREME 7 : Soit (F, {df + fw,, w,}) une structure trans-
versalement affine multiplicative sur F. Si f est sans zéro, le théo-
reme est évident. On va donc supposer que E = f~1(0) est non-
vide. Posons U=V —E. Alors aucune feuille de F|U n’est
compacte, les feuilles compactes de F correspondent aux compo-
santes connexes de E. Considérons un champ de vecteurs X tel
que (df +fw,)(X)=1. Comme V est compacte, le champ de
vecteurs Y = fX|U est complet ; il vérifie par ailleurs la condition
Ly(df/f + w,) =0 sur U. En utilisant un résultat de Reeb, on
en déduit que le groupe a un paramétre engendré par Y échange
transitivement les feuilles de F|U contenues dans chaque compo-
sante connexe de U ; de plus, dans un telle composante connexe,
les feuilles sont toutes propres ou toutes localement denses.

THEOREME 8 : Un feuilletage sans holonomie sur une variété
compacte vérifie la condition suivante: pour tout x, €V, la
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feuille L passant par ce point est telle que I'inclusion induit un
monomorphisme i «: m (L, xy) — m,(V, x,) dont 'image contient
le groupe des commutateurs de w,(V, x,). En vertu de la propo-
sition S5, toute structure transversalement affine orientable sur F
est abélienne ;si (F, {w, w,;}) est multiplicative,ona w = df + fw ;
comme F est sans holonomie, la fonction f n’a pas de zéro, la

1
forme o = —f- w est fermée sans singularités.

ProrosiTION 10 :

i) S’il y a des feuilles avec holonomie, il existe des transver-
sales fermées <y telles que f w, # 0. Par conséquent, le feuil-
letage est sans holonomie si7 toute transversale fermée vérifie
j; w, =0; sien plus V est compacte, la forme w a un facteur

intégrant, on peut alors supposer w; = Lw, ou L est une fonc-
tion constante sur les feuilles; L est nulle dans chacun des cas
suivants :

1) Les feuilles sont partout denses,

2) F est une fibration sur le cercle S'.

ii) Si F admet une feuille non propre avec holonomie, il existe

Iy

une transversale fermée <y homologue a zéro (vy vérifie alors
f w,; = 0). Par conséquent, lorsque toute transversale fermée <y
v

vérifie f w, #0, toute feuille non propre est sans holonomie.
v

THEOREME 9 : Ce théoréme découle des arguments utilisés
dans la démonstration du théoréme de Tischler [2]. Pour une struc-
ture transversalement affine (F, {df + fw,, w,}), on peut approcher
la forme w, aussi prés qu’on veut par une forme ‘*"1 = Ah*df, ou
A est uneréelet A:V —> S! une fonction différentiable. On obtient
ainsi la structure transversalement affine cherchée (F', {df + fw], w}})
ou F' est défini par df + fw] .

THEOREME 10 : On utilise la construction ii) expliquée au pa-
ragraphe III. On pose W = 8”1 x S! # S2 x S"~2 (somme connexe),
M=T2, w=(++/35)dx -2y, f: T? — T?> provenant de
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1 1
Papplication unimodulaire de matrice A = (] 2). La variété

quotient V = (WxT’)/Z admet un feuilletage de codimension
1 avec structure transversalement affine orientable ; on va montrer
que pour n = 4, la variété V ne peut étre fibrée sur S'.

Supposons D'existence d’une fibration de V sur S'. Alors
V admet un revétement galoisien V'—> V de groupe Z ou \'A
a le type d’homologie d’une variété compacte. Comme les revéte-
ments galoisiens de V sont classifiés par les sous-groupes distingués
de m,V, le théoréme sera démontré si 'on établit les deux points
suivants :

1) WxT?2— V est &4 un isomorphisme prés le seul revéte-
ment galoisien de V de groupe Z ;

2) W na pas le type d’homologie d’une variété compacte.

Pour établir le point 1, on regarde le groupe fondamental de
V. C’est un groupe a trois générateurs: deux générateurs a et
b provenant de 1r1T2 et un générateur ¢ provenant de l'action
de Z. Comme m,T?> est abélien, on a la relation a.b =b.a.
Par ailleurs, on a aussi les relations suivantes: ¢ !'.a.c =a.b et
¢ '.b.c =a.b?. Ces relations montrent que a et b sont des
commutateurs qui engendrent [7,V, 7, V] (a = b.c.b’ic?,
b=a'c ' a.c). Mais un sousgroupe distingué D tel que
(m,V)/D =~ Z contient le groupe des commutateurs et ne contient
pas c¢. Par conséquent D = [m,V, m V]. Pour établir le point
2, on interpréte W comme le produit S”~!x R sur lequel on greffe
par Popération de somme connexe un élément S?x S”~2 i chaque
trongon Ip =]lp,p+ 1[xS"!. Le calcul de ’homologie entiére
de W montre qu’il y a une infinité de générateurs indépendants
en dimension 2 et en dimension n — 2 (n = 4).
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