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FONCTIONS MÉROMORPHES DANS LE CERCLE-UNITÉ
ET LEURS SÉRIES DE TAYLOR

par Christiane CHAMFY.

INTRODUCTION

L'objet de cet ouvrage est d'étudier les relations entre le
comportement dans le cercle-unité de certaines familles de
fonctions méromorphes dans ce cercle et holomorphes à l'ori-
gine, et les coefficients de leur développement en série de
Taylor au voisinage de l'origine.

Dans la première partie, nous nous intéressons aux fonctions
méromorphes bornées par 1 en module sur le cercle-unité.
Schur avait établi [11] qu'il existe une suite d'inégalités ration-
nelles sur les coefficients du développement d'une fonction
en série de Taylor au voisinage de l'origine, constituant une
condition nécessaire et suffisante pour que cette fonction soit
holomorphe et bornée par 1 en module dans le cercle-unité.
Nous montrons ici qu'il existe de même des inégalités ration-
nelles sur les coefficients d'une fonction méromorphe, consti-
tuant une condition nécessaire et suffisante pour qu'elle ait
exactement p pôles dans le cercle-unité et soit bornée par 1 en
module sur ce cercle. Nous indiquons ensuite un procédé pra-
tique pour former ces inégalités, dans le cas où les coeffi-
cients sont réels, à l'aide de suites de polynômes associés.

Dans la deuxième partie, nous étudions les fonctions méro-
morphes dans le cercle-unité qui sont holomorphes à l'origine
et ont un développement en série de Taylor à coefficients
entiers. Une classe importante de ces fonctions est formée de
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fractions rationnelles. Des études de Borel [1] et de Carison et
Polya [2] ont montré que la possibilité de prolonger une fonc-
tion a coefficients entiers à l'extérieur du cercle-unité constitue
une condition suffisante pour qu'elle soit une fraction ration-
nelle. M. Salem [10] s'est intéressé au comportement de ces
fonctions à l'intérieur du cercle-unité, au voisinage de la fron-
tière, et a démontré que, si une fonction à coefficients entiers
n'est pas une fraction rationnelle, elle approche nécessairement
toute valeur dans toute couronne au voisinage du cercle-unité.
On ignore si la fonction prend alors nécessairement toute
valeur dans le cercle-unité. Le résultat que nous établissons
ici précise dans une certaine mesure le théorème de M. Salem,
en montrant que, selon un vocabulaire que nous définissons,
une fonction à coefficients entiers, si elle n'est pas une fraction
rationnelle, approche toute valeur, dans le cercle-unité, ou bien
une infinité de fois, ou bien au moins une fois avec un ordre
infini.

Parmi ces fonctions à coefficients entiers, celles qui sont
des fractions rationnelles, ont un seul pôle dans le cercle-unité
et n'en ont aucun sur ce cercle, ont pour pôles de module infé-
rieur à 1 les nombres algébriques d'une famille remarquable :
ce sont les inverses des entiers algébriques appelés nombres
de Pisot-Vijayaraghavan [8], [13], [14]. Nous nous intéressons
ici aux inverses d'entiers algébriques qui ont un seul de leurs
conjugués, en plus d'eux-mêmes, intérieur au cercle-unité, et
tous leurs autres conjugués extérieurs à ce cercle. En appli-
quant les résultats exposés dans la première partie, nous mon-
trons que deux nombres conjugués de cette famille ne
peuvent approcher simultanément trop près du cercle-unité,
et nous déterminons les couples qui en approchent le plus près.
Les inégalités du chapitre n, dans le cas où p == 1, avaient de
même permis à MM. Dufresnoy et Pisot de déterminer tous
les nombres de Pisot-Vijayaraghavan qui sont inférieurs à une
certaine borne, et en particulier tous ceux qui approchent le
plus petit nombre de l'ensemble dérivé. La méthode employée
pourrait sans doute s'appliquer de la même façon à des familles
analogues de nombres algébriques, auxquels on imposerait
d'avoir un nombre donné, supérieur à deux, de conjugués
intérieurs au cercle-unité. Elle est cependant appliquée ici
avec trop peu de généralité pour qu'on puisse l'affirmer.
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Certains des résultats exposés ici ont fait l'objet de notes à
l'Académie des Sciences [3], [4].

Je tiens à exprimer ma profonde reconnaissance à M. Pisot
pour l'aide que m'ont apportée ses conseils et ses encou-
ragements. Je remercie M. Salem qui a bien voulu faire partie
du jury auquel je soumets cette thèse, et M. Dubreil qui a
bien voulu le présider, ainsi que M. Montel qui a bien voulu
présenter mes notes à l'Académie des Sciences et M. Chabauty
qui a bien voulu accueillir ce travail dans les Annales de l'Ins-
titut Fourier.



PREMIÈRE PARTIE

Inégalités sur les coefficients des séries de Taylor
des fonctions méromorphes bornées par 1 en module

sur le cercle-unité.

CHAPITRE PREMIER

FONCTIONS HOLOMORPHES

Nous nous bornerons à rappeler sans démonstrations les
principaux résultats obtenus par Schur [11],

Soit donc F(z) une fonction holomorphe dans le cercle-
unité, ayant, au voisinage de l'origine, le développement en
série de Taylor :

F ( ^ ) E = U o + U , z + - - - + U ^ + —
Supposons que pour \z\ ̂  1, on ait [F(z)|^l. En vertu

de la loi du module maximum il suffit pour cela que |F(z)( <^ 1
pour \z\ == 1. On a alors en particulier [Uo| <^ 1. Nous dési-
gnerons désormais par fonction de Schur toute fonction satis-
faisant aux conditions ci-dessus.

On considère la suite de fonctions :
F,(z)==F(z)

F ^-Fn^-U.o 1
^n^i^)——. •--. —

1—U^oF^js) z
où U^o = F^ (0), et où U^o est rimaginaire conjugué de U^o
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Supposons que F^(z) soit une fonction de Schur. Si F^(z)
n'est pas constante, F^i(z) est holomorphe dans tout le
cercle-unité. Si F^(z) est une constante de module différent
de 1, F^i(z) est définie en tout point sauf à l'origine. Nous
conviendrons, dans ce cas, de poser F^i(O) === 0, et F^^(z)
sera ainsi holomorphedans tout le cercle-unité si [U^o|^= 1.
Cette fonction est d'autre part bornée par 1 en module sur le
cercle-unité. C'est donc une fonction de Schur.

Si JU^ o| == 1) la fonction Fn(z) est nécessairement constante
et F^i (z) n'est définie nulle part.

On peut donc former à partir de F (z) une suite de fonctions
de Schur : ou bien cette suite est infinie, ou bien elle s'achève
par une fonction constante et de module 1 dans le cercle-unité.

Nous associerons à la fonction F(z) la suite correspondante
des coefficients U^o, définie à partir de n = 0 en posant
U^o == Uo. Ou bien cette suite est infinie, et les nombres U^ o
ont tous un module strictement intérieur à 1, ou bien la suite
est finie et s'achève par un nombre Ug,o de module 1, les autres
coefficients ayant un module strictement inférieur à 1. Dans
le premier cas, nous dirons que la fonction est de rang infini;
dans le second cas, nous dirons qu'elle est de rang S. Nous dési-
gnerons d'une façon générale par S ce rang, fini ou non.

Le résultat fondamental obtenu par Schur est que l'existence
d'une suite de coefficients de l'un ou l'autre type constitue une
condition nécessaire et suffisante pour que ¥ ( z ) soit ce que
nous avons appelé une fonction de Schur. Plus précisément :

1° Une condition nécessaire et suffisante pour qu'on puisse
associer à une fonction F(z), par le procédé exposé ci-dessus,
une suite finie de coefficients Uo o === Uo, U, o? • • •? U§ o tels que :

|U,J<1 pour O^n^S—1, et JU,
n f»\

est que: F(z) = r . 8 / -» °ù Ds(^) et Es(^) sont deux poly-
l^s(^)

nomes premiers entre eux tels que Ds(^) est de degré S et
que Es(z) ̂  s^Dg^""1), où £ est une constante de module 1,
et où Es(z) a tous ses zéros extérieurs au cercle-unité.

La fonction F(js) est bien définie par la donnée des S -p 1
constantes Uo,o? U^o? • • • ? Us,o? et en particulier £ == Us,o-
Nous désignerons cette fonction par le symbole, introduit
par Schur : [z$ Uo,o? • • • ? Us,o]-
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2° D'une façon générale, le coefficient associé U^o peut, pour
n^ S, s'exprimer en fonction des coefficients Uç, U^, ..., U^
et de leurs imaginaires conjugués. On a : U^o == ^n(Uo, ..., U^),
la fonction <!>„ étant une fonction rationnelle de

Uo,Uo, ..., U^, U^, U,,
indépendante de F(z).

Inversement : U^= ¥^(Uo.o? • . . ? U^o)» la fonction ¥„ étant
une fonction rationnelle de Uo,o? Uo,o? • • . , Ui-i,o? U^_^o? U^o,
indépendante de F(z).

Soit alors Uo,o? U^o? • • • ? U^o? • • • une suite infinie de
constantes de module strictement inférieur à 1. Considérons

la série: S°¥^(Uo.o, ..., U^.
n=0

Cette série est convergente dans le cercle-unité, et sa somme
est une fonction de Schur. En d'autres termes, les conditions :

|<P^Uo, ..., Vn)\ < 1 pour tout n > 0,

ou bien :
|^(U,,..,U,)|<1 pour 0^n<S, et |$s(Uo,.., Us)|==l

4-00

sont nécessaires et suffisantes pour que la série ^ U^z" ait
pour somme une fonction de Schur. n:=o



CHAPITRE II

INÉGALITÉS POUR UNE FONCTION MÉROMORPHE

Nous allons montrer qu'on peut de même exprimer, sous
forme d'inégalités rationnelles sur les coefficients de son déve-
loppement en série de Taylor au voisinage de l'origine, une
condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction méro-
morphe dans le cercle-unité, holomorphe à l'origine et bornée
par 1 en module sur la circonférence-unité, ait un nombre donné
p de pôles dans le cercle unité.

L'existence de telles inégalités a été établie par MM. Dufres-
noy et Pisot [5], dans le cas particulier de fonctions ayant un
seul pôle, simple, distinct de l'origine, dans le cercle-unité, et
ayant un développement en série de puissances à coefficients
entiers rationnels au voisinage de l'origine. Nous suivrons
une méthode analogue à celle qu'ils ont utilisée.

Soit f(z) une fonction méromorphe pour \z\ ̂  1, bornée
par 1 en module pour \z\ == 1, et ayant, dans le cercle-unité,
p pôles distincts ou non, *(i, ..., Çp, différents de 0. Soit:

f{z) = Uo + u^ + u^ ̂ ml + ... + u^ + • • •

son développement en série de puissances au voisinage de
l'origine, où m et m' sont positifs, et u,n et u^^^' non nuls
(uo pouvant être nul).

J'ai exposé les résultats qui suivent dans une note citée [3],
dans le cas particulier d'une fonction réelle pour z réel, ayant
en vue certaines applications arithmétiques. Ces résultats sont
encore valables, à quelques modifications de détail près, pour
une fonction complexe quelconque, ainsi que cela m'avait
d'ailleurs été signalé par M. Bender après la parution de ma
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note, et c'est sous cette forme que je vais maintenant les
exposer.

Nous utiliserons le lemme suivant, fondé sur le théorème de
Rouché:

LEMME. — Soient A(z) et jB(z) \deux polynômes vérifiant
l'inégalité: |B(z)[^(A(z)[ sur la circonférence-unité.

Soit la fonction: ç(z) = B(z) f(z)—A(z), ayante au voisi-
nage de V origine^ le développement en série de puissances:

ç(z)=afcZfc+ ..., avec k^O et a^O.

Si q est le nombre de zéros de K(z) de module inférieur à 1,
on a k ̂  p + q, et <p(z) a au plus p + q — k zéros de module
inférieur à 1 autres que Vorigine.

Soit en effet la fonction :

^{z)==BWz)-^{z\

où X est une constante réelle strictement supérieure à 1.
L'application du théorème de Rouché à la fonction

(z-^),.(z-^(z),

holomorphe pour \z ̂  1, montre que cette fonction a, à
l'intérieur du cercle-unité, autant de zéros que

XA(z)(z-î,)...(z-^),

soit p + q. Si on fait tendre A vers 1, k de ces zéros tendent
vers 0, ce qui démontre le lemme.

Nous allons former une fonction holomorphe et bornée par
1 en module pour \z |̂  1, telle que les coefficients de son déve-
loppement en série de Taylor au voisinage de l'origine soient
des fonctions rationnelles des i^. C'est en appliquant la mé-
thode de Schur à cette fonction que nous obtiendrons les
inégalités cherchées.

Il convient de distinguer plusieurs cas :

lo|uo|>l:
Soit la fonction :

(transformation 1) ^(z)^1^^——1^1".
^o—fw

Nous pouvons appliquer le lemme précédent à f(z) — u^
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avec A(z)=Uo, B(z)=l. Il nous montre que, f{z) ayant
l'origine pour zéro (Tordre m, la fonction [f{z)—Uo] z~"1 a au
plus p — m zéros dans le cercle-unité. Les pôles de /*i {z) étant
nécessairement des jzéros de cette expression, f^ (z) a donc au
plus p — m pôles dans le cercle-unité.

On a inversement :
^_u^(z)+^
/V/ -/^)+^TO

et le lemme montre de la même façon que, si pi est le nombre
de pôles de f^ (z) dans le cercle unité, p ̂  pi + m.

Donc, pi == p — m.
D'autre part, la transformation homographique du plan

complexe X==-.——=—? où a et a sont deux nombres imagi"
1 —QLX

naires conjugués de module inférieur à 1, conserve la circonfé-
rence-unité dans son ensemble, ainsi que son intérieur et son
extérieur. Donc :

Mà==l-\Mz=u^<^
», \ ~~~ S __à M / \ ———ÏS. X,

U,-f(z)\ |l-Uo-Y(z)|

pour tout z tel que \f{z)\ ̂  1, et, par conséquent, \fi{z)\ ̂  1
sur la circonférence-unité; /*i(z) étant holomorphe à l'origine,
c'est une fonction de la même forme que /*(z), mais qui a un
nombre de pôles dans le cercle-unité strictement inférieur.
Enfin, les coefficients de son développement en série de Taylor
au voisinage de l'origine sont des fonctions rationnelles des Uy

2° [uo| == 1 :
Supposons tout d'abord u^u^ réel.
Formons la fonction :

, . , „ , , ^2m + u^V— l)f{z) — u^— 1)
(transformation^ g.^)^^^_^^)_(^

On a inversement :

fl.\ = {^—uW—^g^) — u^— 1)
' u —— M,(Z2'»—— l)gi(z)—— (Z2'" + U,U^——i)

Sur la circonférence-unité, on a :

Iz^—UoU^'"—!) = |(zm—z-'")—M,uJ.
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Sur cette circonférence, z et z~1 sont imaginaires conjugués,
et, par conséquent, (^—z"7") est imaginaire pur; u^u^ étant
réel, il en résulte que, sur la circonférence-unité, on a :

^—uQU^zm—l\> zm—z~m\=\z2m—i\.
On en conclut tout d'abord que (gi(z)| ̂  1 sur la circon-

férence-unité. En outre, z^ — UoU^z"1 — 1 a m zéros dans le
cercle-unité. L'application du lemme au dénominateur de
gi{z) montre donc que ce dénominateur a, dans le cercle-unité,
au plus p -{- m zéros. Soit pi le nombre de pôles de gi(z) dans
ce cercle. Un raisonnement analogue montre que le dénomi-
nateur de f{z) y a au plus pi + m zéros. On a donc dans tous
les cas p 5^ p1 + m.

Nous distinguerons encore plusieurs cas :
A) m' < m :
Soit, au voisinage de l'origine :

(z) = Uo + u^T + u^z^' + u,,^——* + ...
+^^m^+^2m+•••,

où u^m peut être nul.
En tenant compte de ce que ùoU^ == UoU^, on a alors :

. /,^^——(^m.m^m>+•>t +Um^m^) +M——U^m + -
olv / ——^(U^Z———' + • • • + U^^Z^——U.U^ + .. .

Donc g^z) est holomorphe à l'origine et a, dans le cercle-
unité, au plus p + m — (m -\- m!} = p — m1 pôles. Au voisi-
nage de l'origine :

gl(z)=Uo—u^u^^zm-m'+ • • •
et, par conséquent :

y*2 Tj—1 -m—m' i
ff \ __ ^m^m+m'Z____^
IK / — — ï 7 îy2 7/""1 ^m—m' i^O^m^'m+m'Z -^- .. .

On voit que p ̂  pi + m — (m — m7). Donc pi == p — ^/.
B) m' = m:
Au voisinage de l'origine :

_ ^——(^——^m)^ + — — — — / . , __^\+ • • •
^(z)== __^^+... =^ ^J

On a donc encore pi ̂  p — m = p — m', et gi (z) est
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holomorphe à rorigine. Comme p ̂  pi + m dans tous les cas,
on a : pi = p — m = p — m'.

C) m7 > m :
Le développement en série de puissances du numérateur de

gi (z) au voisinage de l'origine est de la forme : Uoi^s2"* + • • • ,
et celui du dénominateur, de la forme : UjyzP + • • •, avec UD =7^= 0
et D strictement supérieur à 2m. On montre alors comme ci-
dessus que pi = p — m.

En multipliant g^{z) par z0"^, on obtient une fonction
holomorphe à l'origine, qui a pi — D + 2m == p + m — D
pôles dans le cercle-unité. Cette quantité ne dépend que de p
et des u^ et est inférieure à p. Enfin, il est évident que les coef-
ficients de cette fonction sont des fonctions rationnelles des
u^, et qu'elle est bornée par 1 en module pour \z\ == 1.

Supposons maintenant ~ùoU^ complexe :
Effectuons dans le développement de jf(z) le changement

de variable z = e^Z, où 0 est une constante quelconque.
On obtient ainsi une nouvelle fonction jf*(Z) qui a les mêmes
propriétés que f(z) et le même nombre p de pôles dans le cercle-
unité. Au voisinage de l'origine :

^(z)=uo+^zm+•••,
en posant u*n == u^e1^. Si nous choisissons 9 tel que, par

exemple, e^ = ° m? la quantité u^u^ sera réelle. A ^(Z)
l^ml

correspond alors une fonction g*(Z) telle que :

^ = (Z2- + u^Zm-l)^(Z)-Uo(Z2m-l)
01 v /-(Z2m—l)uo^(Z)—(Z-•w—UoU;Zm—l)t

g^(Z) a les mêmes propriétés que la fonction gi(z) étudiée
ci-dessus : le nombre de ses pôles dans le cercle-unité, infé-
rieur à p, ne dépend que des u^, donc des u^ et, pour obtenir
une fonction holomorphe à l'origine, il suffit de la multiplier
éventuellement par une puissance de Z qui ne dépend aussi
que des u^

En opérant le changement de variable inverse, Z == e~^z^
on obtient, en tenant compte de la valeur choisie pour e1^ :

{U^U^ + U^r^ —— i) fW —— U^U^Z^ —— 1)

u^u^z^— i)f(z) — (ul u^^—u^u^ — 1)
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Cette fonction a, dans le cercle-unité, le même nombre de
pôles que gî(Z), et a l'origine pour pôle de même ordre. Par
conséquent, en la multipliant au besoin par une puissance de
z ne dépendant que des u^, on obtient une fonction méro-
morphe, holomorphe à l'origine, bornée par 1 en module sur la
circonférence-unité, dont les coefficients sont des fonctions
rationnelles des i^, et dont le nombre de pôles dans le cercle-
unité, strictement inférieur à p, est lié biunivoquement à p
et aux u^

3° |uo| < 1 :
Formons la fonction :

(transformation 3) h^{z)'= 1{ ) ^. ° — •
1 — UQ f [z) z

Ai (z) est holomorphe à l'origine et bornée par 1 en module
sur la circonférence-unité, et, en vertu du lemme préliminaire,
elle a au plus p pôles dans le cercle-unité. D'autre part :

f, \ ̂  zh, (z) + Mo
^'—u^^+i

et, si pi est le nombre de pôles dans le cercle-unité de h^ (z),
le lemme préliminaire montre que pi <^_ p. Donc pi == p.

Si |Ai (0)| < 1, nous formons la fonction:

^)-fei(O) 1W=
i—h,{0)h,{z) z

et, de même, tant que |Ar(0)| < l? la fonction:

^ , fe,(^-^(0) 1
r+l' I-MO)W ^

La condition \h^(z)\ < 1 pour tout r constitue, d'après le
chapitre i, une condition suffisante pour que f(z) soit une
fonction de Schur. Donc, si p est positif, il existe un rang R
tel que |/IR(O)[ ̂  1. Les fonctions hr(z) ont, pour 1 <^ r <^. R,
exactement p pôles, sont holomorphes à l'origine et bornées
par 1 en module sur la circonférence-unité. En transformant
la fonction h^{z) par les transformations 1 ou 2, on obtient donc
une fonction ayant les mêmes propriétés que f^z) ou gi{z).

A l'aide d'un nombre fini de transformations des types 1,
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2 ou 3, nous arriverons donc à former une fonction de Schur
¥ ( z ) dont les coefficients sont des fonctions rationnelles des
u^ De plus, dans chacune des transformations effectuées, le
nombre de pôles dans le cercle-unité de la fonction obtenue
dépend biunivoquement du nombre de pôles dans le cercle-
unité et des coefficients de la fonction initiale, et la fonction
obtenue est bornée par 1 en module sur le cercle-unité si et
seulement si la fonction initiale l'est. Par conséquent, il est
nécessaire et suffisant, pour que f(z) ait p pôles dans le cercle-
unité et soit bornée par 1 en module sur ce cercle, que F(z)
soit une fonction de Schur.

Or, les inégalités sur les coefficients de F{z) obtenues
selon la méthode exposée au chapitre précédent, constituent
une condition nécessaire et suffisante pour que F(z) soit
une fonction de Schur. Ce sont des inégalités rationnelles
sur les u^. Jointes à celles qui conditionnent le mode de for-
mation de F(z), et qui sont aussi des inégalités rationnelles
sur les u^ elles constituent donc les conditions nécessaires et
suffisantes cherchées pour que la fonction f{z), holomorphe à l9 ori-
gine, soit méromorphe dans le cercle-unité et bornée par 1 en
module sur la circonférence-unité et, ait p pôles différents de 0,
distincts ou non, dans le cercle-unité.



CHAPITRE III

FORMATION DIRECTE DES INÉGALITÉS DU CHAPITRE II

La fonction de Schur F (z) se déduit de f{z) au moyen d'une
transformation homographique :

F^_A,(z)/"(z)+A,(z)
^w-A3(z)/•(z)+A^) ï

où Ai(z), Aa(z), Â3(z), A^z) sont des polynômes dont les
coefficients sont des fonctions entières de certains u^ II existe
donc un entier n^ tel que les inégalités |^n(Uc, ..., UJ|< 1
relatives à la fonction F(z) puissent s'écrire [<pn(uo,. •., ^o-m)| < l»
la fonction ç^ étant une fonction rationnelle de Uo, Uo,.. . , ^^.n_i,
Î̂ HO •*• n— 1 ? ^no -+- n*

Si nous supposons maintenant les u^ réels, ces inégalités
pourront se mettre sous la forme :

y^(Uo, ..., U^n-i)<^n<fln{u^ . . ., U^n-i)^

Cette forme peut être particulièrement commode dans les
applications, mais, dans la pratique, la complication des for-
mules rend vite ce genre de résolution impossible.

Dans le cas où p == 1, MM. Dufresnoy et Pisot ont établi
un moyen pratique d'obtenir directement les inégalités sous
la forme ci-dessus, à l'aide de certains couples de polynômes
[5]. Nous allons montrer que ce procédé peut se généraliser
au cas d'une fonction f{z) ayant un nombre quelconque de
pôles dans le cercle-unité.
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Supposons donc f(z) réelle pour z réel. Nous reprendrons
les notations des chapitres précédents. Nous dirons, par ana-
logie avec le cas d'une fonction de Schur, que f(z) est de rang
s si elle peut se mettre sous la forme f(z) = d{z)/e (z), où d(z)
et e{z) sont deux polynômes premiers entre eux tels que
d(z) est de degré s et que d(z) = ç,zse{z~'l), £ valant ± 1. Si
f(z) ne peut pas être mise sous cette forme, nous dirons qu'elle
est de rang infini, et nous désignerons d'une façon générale
par s son rang, fini ou non.

THÉORÈME — 1. Il existe, à partir (Kun certain rang n^ et
pour n^s un couple unique de polynômes premiers entre eux
d^{z) et ^r(z), tels que:

dî(z) est de degré n, ^(0) = + 1, et d^{z)==zneî(z~i)

et que, au voisinage de l9 origine :

^EEEUo + ... + U^Z71-1 + ̂ + <n.î 1 + .. .,
^n[Z)

et un couple unique de polynômes premiers entre eux dn'(z) et
e'n'(z), tels que:

dn'{z) est de degré n, e^(0) = + 1, et d^{z)=—^n"(z~1)

et que, au voisinage de V origine:

^EEEUo + .. . + U^Z-1 + ̂ Zn+ ̂ ^,Zft+l + ...,
^W

e^{z) et e'n'Çz) ont p zéros dans le cercle-unité.
2. On a les inégalités:

^ < ̂ n < ̂  pour n^n<s
et:

Vs<us=vî si /'(!)=+1, ^=ug<^ si f(i)=—1.

Ces inégalités sont celles qui ont été mises en évidence au
chapitre précédent et qui expriment une condition nécessaire
et suffisante pour que la fonction F (z) associée à f (z) soit une
fonction de Schur.

Remarquons que les n coefficients inconnus des polynômes
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d^(z) et e^(z), ou d^{z) et ^(z), sont solutions d'un système
de n équations linéaires dont les coefficients sont Uo, ..., i^»_i.
Ce sont donc des fonctions rationnelles de Uo, ..., Mn_,, et il
en est alors de même de v^ et v~n. Les inégalités sont donc
bien obtenues sous la forme souhaitée.

Montrons d'abord que, quel que soit p, chaque couple de
polynômes, s'il existe, est nécessairement unique.

1. Unicité des polynômes.
Supposons qu'il existe, par exemple, deux couples distincts

de même degré n, d^(z) et e~^(z) d'une part, S^Çz) et r^{z) d'autre
part, satisfaisant aux conditions 1 du théorème.

Soit, au voisinage de l'origine :

^=Uo+•..+^-l^-l+^re+•••
^n\Z)

W—^+--+u^zn-i+^zn+--

Considérons le polynôme : P(z) = d^{z)f\^{z) — S^{z)e^(z).
Comme e^(0) = ^(0) == 1 P811' hypothèse, nous voyons que

P(z) n'a pas de termes de degré inférieur à n, son terme de
degré n valant (^—w/T)^. D'autre part, P(z) ^—z^P^""1).
Par conséquent, P{z) est identiquement nul.

Cela nous montre que :

dî(z)_^{z)
e^z)-r^{z)

Comme les polynômes de chaque couple sont premiers entre
eux, et comme e^(0) = f^{0) = l? cela entraîne :

d^{z)==^(z) et eî{z)=^(z).

On démontrerait de même l'unicité du couple d^(z) et e^(z),

2. Cas des fonctions holomorphes.
Soit F (z) une fonction de Schur réelle pour z réel, de rang

S fini ou non.
Soit N un nombre ̂  S. Les N premiers coefficients associés



FONCTIONS MÉROMORPHES DANS LE CERCLE-UNITÉ 227

Uo. 09 • • •» UN-, i, o sont donc de module inférieur à 1. Considérons
les fonctions :

RîOO=Ds;Uo.o,.. ,UN^.o, +1]
RN(^)==^;UO.O, . . , UN_, .O,—I] .

D'après les résultats rappelés au chapitre i, la fonction
Rî(z) peut être mise sous la forme :

p-+-/_\ _ D^(^)
^-Ë^)

où Dî(z) et EN"(Z) sont deux polynômes premiers entre eux tels
que Dî(z) est de degré N et queE^EEE^Dî^-^et tels que
Eî(js) ait tous ses zéros extérieurs au cercle-unité.

Le développement en série de Taylor de Rî(z), convergent
dans le cercle-unité, est de la forme :

RÎ(Z)=Y¥,(UO.O,..., U,o)z l+W+V^^N- l+...
(==0

=Yu^+v^N+•••
1=0

Les polynômes Dî(z) et E$(z) sont définis à un facteur
constant près. Si on impose de plus que EÎ(O) == 1, ce que
nous supposerons désormais, ils répondent aux conditions 1
du théorème. On voit qu'ils existent pour O^N^S.

Considérons la fonction : <p(z) = F(z)Eî(z) — D^(js)7
Au voisinage de l'origine, on a : <f(z) ̂  (UN — V^)^ + ...,

et le lemme démontré au chapitre n nous montre que <p(z)
n'a pas de zéros autres que l'origine dans le cercle-unité, et
que UN = VÏ si et seulement si <p(z) =0.

Soit yx(z)=F(js)E^(z)—XD:S-(z), où X est une constante
réelle strictement supérieure à 1. Cette fonction garde un
signe constant pour p < z ̂  1, p désignant le plus grand des
zéros positifs de <f\(z). Ce signe est celui de yx(l)? donc celui
de — D^(l). En faisant tendre X vers 1, on voit que <p(z) a,
pour 0 < z < l , le signe de — D5(l). Or, DÎ(I) = EÎ(I);
comme EÎ(JS) n'a pas de zéros dans le cercle-unité, le signe
cherché est celui de — EÎ(O) : la fonction y(z) est négative
pour 0 < z < 1. Quand z tend vers 0 par valeurs positives,
y(z) a le signe de UN—Vî . Donc Vî—UN est supérieur
ou égal à 0, et on a l'égalité si et seulement si F(z) = Rî(z),
c'est-à-dire si et seulement si N = S et F(l) = + 1.
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On voit de même que Ri(z) ̂  Di(z)/Eîir(z), où Dy(z) et
Ei(z) sont deux polynômes premiers entre eux tels que Dy{z)
est de degré N et D^(z)=—z^î^Çz"^^ et que, au voisinage
de l'origine :

D^=Uo+•••+U^zN-l+VizN+Vi.^^-l+•..
^{z)

Eiï(z) a tous ses zéros extérieurs au cercle-unité et, si on impose
de plus, ce que nous ferons désormais, que Ei(0) = 1, les
deux polynômes sont bien définis et répondent aux conditions 1
du théorème.

On a enfin Vif—UN^O, l'égalité ayant lieu si et seulement
si N = S et F(l) == — 1.

Montrons enfin que les deux systèmes d'inégalités :
V N < U N < V Î pour O^N<S,

(<rQ Vs-<Us=Vî si F(l)==+l,
Vs-=U8<ViT si F(l)==—l,

d'une part, et :
|$,(Uo, ..., U,)| < 1 pour 0^ N < S,

(<r.) NUo, . . . ,Us)=l si F(l)=+l,
^s(Uo, .., Us)=—l si F(l)=—l,

d'autre part, sont équivalents.
La démonstration est analogue à celle qui a été faite par

MM. Dufresnoy et Pisot dans le cas d'une fonction méromorphe
bornée par 1 en module sur la circonférence-unité et ayant un
seul pôle de module inférieur à 1. Nous l'exposerons briève-
ment.

On a, de façon évidente :
Dr(z) =Uo + z . î)7(z)=V,—z
ET(z) = 1 + Uoz et ET(Z) = 1 — V,z.

Par conséquent :
, _ [E^-(z) + E7-^]F^) - [DT(z) + Dr^)]

lw - [Er(^) - E^(z)]F(z) - [Dr(^) - Dr-(z)]
Montrons par récurrence que, de même, dans les conditions

d'existence des polynômes considérés :
F,/,) = [E^)+E.(z)]F(z)-[D^)+D.(.)]

Nw - [E,(z) - Eî(z)]F(z) - [Dî(z) - DîOO]
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Considérons la fonction :
P,(z) =EE D^)Ei(^) — DN(Z)E^).

Au voisinage de F origine :

P,(z)E=(Vî-Vï)zN+••••
Comme d^autre part :

P^EEEZ21^-1),

on en déduit :
P,(Z)EEE(VÎ-VN)^.

On établit de façon analogue les relations :
D^(z)EîOs) — D^)E^(z) EEE (UN—V^I—Z)
DN-. ,(z)EîOs) — D$(^)E^ ,(^) = (U^ — Vî)^! + z)
D^,(^)Ei(^) — Di(z)Eî,.^) ̂  (U^—V^z^l + z)
D^ ,(z)Ei(z) — Dï(z)E^ ,(z) = (UN — V^l — ^)

et on en déduit :

/ A \ r\-t- /-\_VJi— UN/>| ^\rï- i U N —^w/y | i ,\pfc-h(1) Dy+^z)=^——-—(1—Z)DN+-———-—(1 +Z)DNV N — V N V N — V N
(2) E^.(z)=^^(l-z)E.+^^(l+2)Eî

(3) Di.„(^)-^-u^(l+^Di+uï^(l-z)D^
V N — — VN V N — — V N

(4) E^.^^^^^+^Ei+^^^-^Eï,V u — VN V N — VN
Supposons que :

... _ (E^. + Ei)F(z) - (D^, + D^)
^ t l w-(EN—EïF)F(z)—(DN—DN)'

Comme :
Eï(z)F(z) — Dî(z) ̂  (UN—V^z1' + . • .

et : Ei(z)F(z) — DN(Z) = (UN — V^z" + •. .
on voit que :

T? (0\ ^UN—V^—VN
^(^ = Vî-VN — — V N
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On en déduit :

[Eî(Un—Vi,) + Ei,(Vî—Uî,)]F(z)
v ^)=1________—[D^UN-VN) 4. p^__u^

11+1 v / — 2 [Ei(Vi,—U,,)—Eî(UN—Vi.)]F(z)
— [Di(Vï, — U») — DÏ,(UN — Vi)]

et les formules (1), (2), (3), (4) montrent que :

F, M - [Ei . ̂ ) 4- E^(z)]F(z) - [D,, ,(z) -|- D^ ,(z)1
^^^-[E^^-Eî.^jF^-^i^^-Diï,.^]'

Par conséquent, pour 0 ;<! N <S ;

F (m - 2UN—V^—VN
^W- Vî-V. •

Donc :

1-F»(0)=2^^ et 1+F.(0)=2^:-^

et le système (o-i) entraîne (0-2).
Réciproquement :

V<T = + 1, Vo- = — 1, et F(0) = Uo.
|F(0)| < 1 entraîne donc bien que Vo- < Uo < Vo-.
Les formules (1), (2), (3), (4) montrent que :

V- ——V- -^N-UNnUN-VN)N '1 V N - 1 - 4 Vî-V.

Par conséquent, si FN(O)| < 1 entraîne VN < UN < Vî, cela
entraîne aussi VÎ .^—VN.^>O. L'inégalité [FN,i(0) |<l
entraîne alors VN,i<U^i<ViSF^. Comme régalité |Fg(0)| = 1
entraîne évidemment Vs- < Us = Vs^ ou Vi- = Us < V^, les
deux systèmes sont équivalents.

Signalons que l'égalité

ViL, — Vi,, == 4(Vî — UN)(UN-VI)/(VÎ - Vî)

entraîne que les différences Vî — Vî vont en décroissant.

3. Cas général.
Nous savons faire correspondre à f(z) au moyen d'un nombre

fini de transformations de trois types une fonction de Schur
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F (z). Ces transformations sont telles que f(z) est réelle pour
z réel si et seulement si F (z) l'est, et de rang fini si et seulement
si F(z) l'est. Soit, dans le cas où elles sont de rang fini,
f(z) == d{z)le(z) et F(z) = D(z)/E(z). De la même façon
que d{z) et e{z) se déduisent dans ce cas particulier de D(z)
et E(z), nous allons déduire respectivement des couples
D^(z) et Eî(z), Dy{z) et E^(z) correspondant à F ( z ) les couples
d^(z) et ^r(^)? ^n'(^) et e~n{z) correspondant à f(z).

Nous allons considérer les trois types de transformations
permettant de passer de f(z) à F(z). Pour simplifier les nota-
tions, nous supposerons toujours que la fonction initiale est
f{z) elle-même. Nous désignerons par s^ le rang et par p,
le nombre de pôles de la fonction obtenue. Nous supposerons
l'existence d'un couple de polynômes, d^(z) et^(z) par exemple,
de degré n,, répondant aux conditions du théorème, correspon-
dant à cette fonction, et nous en déduirons l'existence d'un
couple analogue, de degré n, correspondant à f(z). Nous
supposerons dans chaque cas, ce que nous justifierons par la
suite que, p^ <i n^ ^s^

Remarquons au préalable que les formules (1), (2), (3), (4)
établies précédemment pour les polynômes DiSr(z), E^(z), D^(z),
ÎLy[z) s'établiraient de la même façon pour tous les polynômes
d^(z), e^(z)^ dn(z) e^{z) répondant aux conditions du théorème,
quelle que soit la fonction correspondante. Dans la pratique,
ces formules permettront donc, si on connaît les deux couples
de polynômes d'un degré quelconque, de former les suivants
par récurrence, sans avoir recours à chaque fois au procédé
que nous allons maintenant employer pour démontrer leur
existence.

Transformation 1: Cas où |uo| > 1.
Soit:

et

f^—^M—l
^-uo-/^
^)^0/^)+^
/w -f,(z) + U^

la transformation inverse.
On sait que pi = p — m.
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Posons :
dî(z)=^[u^{z)+zme^z)]

^(z)^-^[^(z)+uozm<(z)]

où a est une constante telle que e^(0) == 1. Il est possible de
trouver une telle constante car n,, étant supérieur à p^ est
positif, et alors d^(0) ==/'i(0). Or, /^(O) est différent de 0. Comme m
est positif, il en résulte que e^(0) est aussi différent de 0.

On voit que n= n^-\- m et que d^{z) = z^^"1). D'autre
part :

(14 — l}d^(z) = a[uod;(z) — e^z)
z^uï — 1) <(z) EEE a[uo^(z) — iK{z)

Si c(^(z) et e^(z) avaient un facteur commun, il diviserait
rf^(z), et il ne pourrait être lui-même divisible par une puis-
sance positive de z. Il diviserait donc également e^(z), ce qui
est impossible. Ainsi, d^(z) et e^{z) sont premiers entre eux.

Comme |uo| > 1, F application du théorème de Rouché à
l'expression de e^{z) montre que, puisque e^{z) a pi zéros dans
le cercle-unité, e^(z) en a pi + m = P-

Enfin, on voit que :

^_,,.)_ ^-411-^]
•w y,M+ »^][^+^]'sz-[^-^4iy+-]•

Transformation 2 ; Cas où |uo] == 1.
Soit la fonction :

y,(2)= 2^1(2),
__ .. (̂  + «.Mm^ —— 1) f(z} —— U^ —— 1)

- u,(^2m-l)/\^)-(^2m-U,U,„Zm-l)'

où A? est un entier positif ou nul tel que y^2) ^it holomorphe
à l'origine, et que Y((O) soit différent de 0. Inversement :

f(z\ = (Z2'" — Uo^ — l)Y«(z) — UoZ^Z"" — 1)
7'/-U,(z2m-l)Y^(z)-(22m+U.U^m——l)2k'
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Posons :

d^(z) =—. [uo^-uou^—l)^-^2"1-!)^],

CÎ{Z) =——— [(^-l)^__uo(^ + UoU^-l)^<],

a(z) étant un polynôme tel que d^(z) et ^(z) soient premiers
entre eux. On a :

df{z) ==_^ [^-i^-u^ + uou^-l)^],u^z

<(Z) = ——&[»«(Z2'" —— M,U^ —— 1)6: - (Z2" - 1)̂ ]u^z

ce qui montre que, puisque d^{z) et e^(z) sont premiers entre
eux, a(z) ne peut être qu'un monôme de degré inférieur ou
égal à 2m + A*. Nous distinguerons encore plusieurs cas.

A) m1 < m :
Alors k = 0, et, au voisinage de l'origine :

y,(z) == Uo — u^uTn^z^' + .. .

On a vu d'autre part que pi == p — m1.
Le lemme du chapitre n, appliqué à yi(z) — Uo, montre

que m — m' ̂  pi. On a donc certainement n, > m — m7, et,
au voisinage de l'origine :

d^(z) ^|ï^|-i 7^-^ ±.+/ v==^o——^m^m+m'2 -[-...
^W

On voit alors que a(js) = A^"^, A étant une constante
2

arbitraire. Comme ^(0) = — .—m—, nous pouvons choisir A
de façon que <C(0) = 1. ^m+m'

D'autre part, n==n^-{-2m1, et e^{z) = z^Çz'1}. Le théo-
rème de Rouché montre que ef(z) a, dans le cercle-unité,
pi + m' = p zéros. Enfin :

^^'-i^-^][^...}
B) m' = m :
On a encore k = 0, et, au voisinage de l'origine :

,.(̂ (»._ )̂+...
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Yi(0) est différent de Uo, donc d^(0) aussi, puisque n, est
positif. Cela entraîne que a(z) se réduit à une constante A
que Pon peut choisir telle que e^(0) = 1.

On a n = n^ + 2m et e^{z) = znd^{z~'i}.. Le théorème de
Rouché montre que e^(z) a, dans le cercle-unité, p^ + m = p
zéros. Enfin : -̂̂ -[̂ .̂..j.

C) m1 > m :
k est alors strictement positif, et pi == p — m — k.
Yi(0) est différent de 0, et d^{0) aussi. Par conséquent,

a(z) se réduit à la constante A, que nous choisirons encore
telle que 6^(0) = 1.

On a n = n^ + 2m + A-, et d^{z) ̂  ^^(z"1). Le polynôme
e^(z) a, dans le cercle-unité, pi + n^ + k = p zéros. Enfin :

fr^-^-^te^-}
Transformation 3 : Cas où |uo| < 1.
Soit :

i / ,N__ f{z)——U, 1fii iz; ==== -,———~rr\ —
1——Uo^) Z

et: f^^u.+zh,(z)
"^u.zh^+i

la transformation inverse.
On sait que pi == p.
Posons :

dî(z)=u^{z}+zd^{z)
eî{z)=e^{z)+u,ze^(z)

dî{z) et e^(z) sont de degré n = n^ + 1, et ^(js) ̂ ^^(z"'1).
On a <C(0) == 1. D'autre part :

z{i—ul)d^z)=:dî{z)—u^{z)
(1 — i4)^(z) = ̂ (z) — uo^(^)

ce qui montre que, d^(z) et e^(z) étant premiers entre eux,
d^{z) et ^(z) le sont aussi.

En vertu du théorème de Rouché, e^(z) a, dans le cercle-
unité, autant de zéros que e^{z), soit pi = p.
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Enfin :

^-^[^-^-"^•••i
Si nous Savions pas supposé pi < n, ̂  5i, les démonstra-

tions précédentes tomberaient en défaut en plusieurs endroits.
Or, à chaque transformation, on a n—n^ ̂  p — p , et il
est évident que, si 5 et s^ sont finis, s — 5i === n — n^ Par
conséquent, on voit de proche en proche qu'on pourra déduire
un couple de polynômes d^(z) et e^(z) de tout couple Dî(z)
et Eî(z), sauf peut-être pour N == 0. Comme d'autre part,
n — M, est toujours indépendant de n, on voit que, si n^ est
le degré des polynômes déduits de D^"(z) et E^(z), les polynômes
d^(z) et e~^{z) existeront pour Mp < n <^ s.

On a trouvé dans tous les cas :

^-^^[fr^^-1

où Çi(z) désigne fi{z), yi(z), h^{z) suivant le cas, et où c est une
constante positive.

Donc :

|^-«,)=/-"[JJ§-F(,)][C+C,,+...]

où C est une constante positive.
Il en résulte que, au voisinage de l'origine :

^)^^+...+^_^-l^^n^...

^nW

et que ̂  — ^n = C(Vî — U^).
On démontrerait de la même façon qu'il existe, pour

n^^n^s, un couple de polynômes dn(z) et e^(z), déduits
de Di(z) et E^(z), qui répondent aux conditions 1 du théo-
rème, et qu'on a ^ — u» == C(VN — U^).

On voit d'autre part de proche en proche que, si f(z) est
de rang fini, jf(l) === F(l).

Il en résulte qu'on a les inégalités :

^<Un<^ pour n^n<^s,
P7<u,=^ si /'(^^-l, ^T=u,<^ si /•(!)=—1.
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En adjoignant à ces inégalités celles qui conditionnent la
formation de F(z), ainsi que celles qui expriment que |F(0)| < 1,
on retrouve là condition nécessaire et suffisante pour que f{z)
ait p pôles dans le cercle-unité que nous avons établie au
chapitre n.

Remarquons que, la constante C étant indépendante de n, le
fait que les différences Vî — Vi aillent en décroissant entraîne
que les différences ̂  — ̂  vont également en décroissant.



DEUXIÈME PARTIE

Fonctions méromorphes ayant un développement de Tayidr
à coefficients entiers au voisinage de l'origine.

CHAPITRE IV

CRITÈRE DE RATIONNALITÉ

Nous désignerons dans ce qui suit par f{z) une fonction
méromorphe dans le cercle-unité et ayant au voisinage de
l'origine le développement en série de Taylor :

f(z) = u, + u^z + ... + u^ + ...,

où les Un sont des entiers rationnels. Nous dirons pour abréger
que f(z} est à coefficients entiers.

Une classe importante de telles fonctions est formée des
P(z}fractions rationnelles de la forme : /'(z)^.^-^ où P(z) et Q(z)

sont des polynômes à coefficient entiers, et où Q(0) = ± 1.
Fatou [6] a montré que, réciproquement, toute fraction ration-
nelle ayant au voisinage de l'origine un développement en
série de puissances à coefficients entiers peut être mise sous
cette forme. Un théorème de Borel [1] a montré que, si une
série entière à coefficients entiers rationnels a un rayon de
convergence non nul, et si sa somme est prolongeable et méro-
morphe dans un cercle de rayon R supérieur à 1, c'est une
fraction rationnelle, c'est-à-dire qu'elle est alors méromorphe
dans tout le plan complexe. Le cercle-unité est donc le plus
grand cercle centré à l'origine qu'on puisse assigner comme
domaine de méromorphie à une fonction à coefficients entiers
sans qu'elle soit nécessairement une fraction rationnelle.
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Le théorème que nous nous proposons de démontrer concerne
le comportement d'une fonction f (z) non rationnelle au voisi-
nage de la circonférence-unité. Il généralise dans une certaine
mesure le théorème suivant dû à M. Salem :

S'il existe un nombre complexe a, un nombre S > 0 et un
nombre r < 1 et positif tels que \f(z) — a\ > S en tout
point régulier de la couronne r <; |z| < 1, alors f (z) est une
fraction rationnelle.

En d'autres termes, si f{z) n'est pas une traction rationnelle,
elle approche toute valeur dans toute couronne circulaire au
voisinage de la circonférence-unité.

Nous allons préciser de quelle façon f{z) approche ainsi
une valeur arbitraire. Pour la commodité des énoncés, nous
introduirons les définitions suivantes :

Étant donné un nombre Ç tel que |^| ̂  1, nous dirons que
la fonction f (z) prend la valeur a au point z = *(, si, étant
donnés deux nombres positifs arbitraires £ et Y), il existe des
points intérieurs au cercle-unité en lesquels sont simul-
tanément vérifiées les inégalités :

\z — ̂  < £ et \f{z} — a\ < Y].

Si z = ^ est un point régulier tel que |Ç| < 1, la seule valeur
prise selon cette définition est évidemment /'(Ç). En un même
point tel que |Ç| == 1, la fonction f [z) peut a priori prendre
plusieurs valeurs distinctes, et même prendre toute valeur.

Nous dirons plus précisément que Ç est zéro d'ordre h de
f {z} — a, si, la valeur a étant prise par f Çz) au point z = ̂
h est le plus petit entier positif tel qu'il existe deux nombres
positifs S et £ tels que :

][/•(,) _a](z-Q^> S

en tout point régulier du domaine défini par
|z| < 1 et \z—^| <£.

En un point régulier tel que [Ç| < 1, l'ordre, au sens habi-
tuel du mot, de ^ comme zéro de f{z) —/'(Q, répond à cette
définition.

Si nous ne pouvons, à un point z == ^ tel que [Ç| == 1, et
à une valeur a prise en ce point, faire correspondre un ordre
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répondant à la définition précédente, nous dirons que Ç est
un zéro d'ordre infini de f{z) — a.

Nous allons démontrer le théorème suivant :

THÉORÈME. — S'iî existe un nombre complexe a tel que
f (z) — a rHait qu^un nombre fini de zéros dans et sur le cercle-
unité, chaque zéro étant compté avec son ordre, alors f (z) est
une fraction rationnelle.

L'hypothèse faite peut encore s'énoncer : f (z) — a n'a qu'un
nombre fini de zéros dans et sur le cercle-unité, et à chaque
zéro de module 1 correspond, pour la valeur, a, un ordre fini.

Ce théorème entraîne celui de M. Salem. En effet, l'hypo-
thèse faite par M. Salem est, selon les définitions précédentes,
que f {z) — a n'a aucun zéro pour r < \z\ ̂  1. Comme f{z) — a
n'a, pour toute valeur a, qu'un nombre fini de zéros, d'ordres
finis, dans \z\<^ r, la valeur a répond bien à la condition
ci-dessus.

Le théorème de M. Salem entraîne que, si f{z) n'est pas une
traction rationnelle, on peut toujours trouver une suite z^
Zg, ..., Zn,... telle que le point z = z^ tende vers un point
de la circonférence \z\ == 1, et que \f (zj — a[ tende vers 0.
Il peut donc s'énoncer : si f (z) n'est pas une fraction ration-
nelle, elle prend toute valeur au moins une fois sur \z\ = 1.

Le théorème que nous nous proposons de démontrer permet
de plus de préciser que :
ou bien une valeur a est prise effectivement en une infinité

de points de |z|<l;
ou bien elle est prise une infinité de fois sur \z\ ̂  1 :
ou bien elle est prise au moins une fois avec un ordre infini.

(Ces différentes hypothèses étant d'ailleurs compatibles.)
Une valeur a peut fort bien n'être prise effectivement en

aucun point de \z\ < 1.
DÉMONSTRATION :
Soient ^13...., Çfc les zéros de f{z)—a dans \z\ <L 1,

d'ordres respectifs h^ ..., h^ k
Si nous formons le polynôme P(z) =C ][J {z—^()\ où C est

P(z} I = = l .une constante arbitraire, . v /— est, d'après les hypothèses
/ w — a P(z)faites, une fonction bornée pour \z\ <; 1. Posons : a(z) =-.r-r—-—»

en choisissant la constante C de façon que a(0) ==s 1. / < /



240

Soit :
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a(z) = 1 + a,z + .. • + a^s" + • •.

le développement en série de Taylor de a(z) au voisinage de
l'origine. Ce développement converge certainement pour

-+•.»
|z[ < 1, a(z) étant bornée dans ce domaine, et la série ^ [aj2

converge. n=o

D'autre part, si on pose (3(z) ̂  P(z) + aa(z), on a :

m=a(z)-
Soit :

^ )=Po+^+- - -+Pn^+- - -

le développement en série de puissances de p(z) au voisinage
de l'origine. +00

Désignons par H le degré de P(z), et posons : P(z)= ^ p ,̂
où p^ === 0 pour n/> H. On a alors Rn == pn + ^n- n==o

D'autre part, on a évidemment pn == u^ + aiUn_i + • • • + a^Uo,
et, en particulier, Ro == ^o*

Considérons le déterminant :

D^=
^0

Ui

^n

M,
M,

"n^l

... u^

... Un ̂  i

... Ug»

Nous savons qu'une condition nécessaire et suffisante pour
que f(z) soit une fraction rationnelle est qu'il existe un rang n^
tel que D^ = 0 pour n ̂  n^

D^ est évidemment un entier rationnel. II suffit donc, pour
pouvoir affirmer qu'il est nul à partir d'un certain rang n,
de montrer qu'il tend vers 0 quand n augmente indéfiniment.
Pour cela, nous utiliserons une majoration classique due à
M. Hadamard. Nous savons en effet que si :

W d\ ... à^\dî

k
A=

dî d\
on a :

|A|*. -nfii^rV
1=0 V==o /
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Avant de majorer le déterminant D», nous allons le trans-
former, de façon à exprimer son terme général en fonction
des a, et pj.

Multiplions les éléments des colonnes successives jusqu'à
l'avant-dernière par a^, v-n-^ • • - ? a! respectivement, et ajou-
tons la combinaison linéaire ainsi obtenue à chaque ligne à
l'élément correspondant de la dernière colonne. Puis opérons
de proche en proche une substitution analogue sur toutes les
colonnes à partir de la dernière : pour la (i + l)^8 colonne,
nous multiplions les éléments des colonnes successives jusqu'à
la i1^ par o^, ..., o^ et nous ajoutons la combinaison linéaire
des éléments des i premières colonnes ainsi obtenue à chaque
ligne à l'élément correspondant de la {i + l)^6 colonne. On
obtient ainsi :

^1.0
î.i

^l.n

D,= ^.1'0.1

I^O.n ^l.n • • • ^n.n|

^ij = ̂ ^J + ̂ i-̂ -l + • • • + ̂ iUjOÙ
= ̂ —(a^iU/^ + • • • + a^o)»

•I-Qn+ lyoloT^I^ mÀrnA TkmiT» ï- —- 0 p.apla formule étant valable même pour i = 0, car :
VQJ=UJ=^—(a^iU/_i + • • • + a^Uo).

Effectuons maintenant des combinaisons analogues sur les
lignes du déterminant des ^j:

Multiplions les éléments des lignes successives jusqu'à
l'avant-dernière par o^, a^_,, ..., o^ et ajoutons à l'élément
correspondant de la dernière ligne la combinaison linéaire
ainsi obtenue à chaque colonne. Puis répétons l'opération
pour les lignes successives à partir de la dernière : pour la
(y -^ l)^6 ligne, nous multiplions les éléments des / premières
lignes respectivement par a,, aj_i, . . ., a^ et nous ajoutons la
combinaison linéaire des éléments des / premières lignes ainsi
obtenue à chaque colonne à l'élément correspondant de la
(y -^ l)^ ligne. Nous obtenons enfin :

Dn==

^0,0

^0, 1

Wi.o

^1.1
w,
W,

J»,0

n.l

Wn w, Wn
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où:
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wiJ= ̂ ij+^ij-i + • • • + 0 .̂, o

=(^+a,^_,+...+a^)—[a^(^_,+a,^_2+---+a^^^^
+a^2(^-2+ai^-3+---+a^2^o)+---+a^yUo]
=(^+a^^_,+...+a,?,)—(a^^,,+a,,^,+.^

la formule étant encore valable pour i ou / = 0.
Les éléments de Dn sont alors des formes bilinéaires des a»

et des pj. C'est cette expression de D^ que nous allons utiliser
pour le majorer.

n

Évaluons ^ f^i'J2 pour un i quelconque. Comme Pm=Pm+ ̂ a^:

wiJ=[{Pi^+'-+^Pi)—(^iPj-i + • • • +a,^po)]
+ <(a,,, + • • • + o^)—(a^a,^ + ... + a,^)]

== P^j + • • • + ̂ jPi— {^i^ipj-i + • • • + a^jpo) + »a .̂
D'autre part, si i < /, certains termes se détruisent, et il

est facile de voir qu'alors :
wiJ = Pi^j + • • • + ̂ iPj—— (^J^iPi-i + • • • + a^po) + d^

^C

II ne figure alors au second membre que des coefficients p^
tous différents. Comme pk = 0 pour H < A-, on voit que :

î d^ IPoll a,J + |p,| |a^_J + ... + [pnl |a,,,_H| + |aa,a,|,

la formule étant encore valable pour i + / — H < 0 si nous
posons a^ == 0 pour m < 0.

D'où, en tenant compte de ce que, pour u et v réels, on a
{u + vY ̂  2(u2 + ^2) :

Kj^^2[(|po||a,^|+...+[pH||a^,,H|)2+^^^^
Si nous appliquons à la quantité entre parenthèses l'inégalité

de Cauchy-Schwarz, nous voyons que :

W^2[:(|po|2+ - +|pH|2)([a,J2+ ... +|a^,_H|2) +|aa^|2].
-1-00

Si nous posons S = po|2 + • • • + Ipnl2, A == ^ |aJ2, il vient :

si^ur^si^ui2y=o y=o

^2[S(H+1)( "f laJ^+larAla,!2].
\m=i-H /
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On a ainsi pour tout i :

iW^K, où K=2A[(H +1)5+101^].
y=o

De plus, étant donné un nombre positif arbitraire Y), oïl
peut trouver un indice N tel que, pour i ̂ > N :

Ï Ki2 '̂
OT=i-.H

ce qui entraîne en particulier la,)2:^^. Par conséquent, on
peut trouver un rang N tel que, pour i > N :

2S(H+l)f ? |aJ2U|a|2A|a.|2^£<l.
\m=<-H /

En définitive :

iD.r^nfsK-rWK^^
i=oV—o /

avec £ < 1 et N et K fixes.
Par conséquent, |Dn| tend vers 0 lorsque n augmente indé-

finiment.

Remarques :

1. Cas de la « valeur infime » de /*(z).
Nous dirons, par analogie avec les définitions précédemment

posées, que f(z) prend au point z = ̂  (où |^| -<_ 1) la valeur
infinie si, quels que soient s et A positifs, il existe des points
intérieurs au cercle-unité vérifiant \z — Ç| < £ et \f{z)\ > A.

Nous dirons que z = ̂  est un pôle d'ordre h de f(z) si h est
le plus petit entier positif tel que \f{z)(z — ̂ j soit borné
supérieurement dans la partie intérieure au cercle-unité d'un
voisinage de z = Ç (ce qui, pour un point intérieur au cercle-
unité, coïncide bien avec la notion habituelle de pôle d'ordre h
d'une fonction méromorphe).

Il est donc équivalent de dire que z = ̂  est un pôle
d'ordre h de f(z) ou que c'est un zéro d'ordre h de j————,

f(z)—-C
C étant une constante arbitraire. Si, en particulier, nous posons
C == UQ — 1, la fonction

1 _ 1
/ • (z )——(Uo——l)——l+^+- - -
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est méromorphe pour |z[ < 1 et a au voisinage de l'origine un
développement en série de Taylor à coefficients entiers. C'est
évidemment une fraction rationnelle si et seulement si f{z)
en est une. En appliquant le théorème précédent à la fonction
-pT-r——-.———-.T) nous voyons donc que:
f{z)—(u,—i)^ J ^

Si une fonction f{z) n'a dans et sur le cercle-unité qu'un
nombre fini de pôles, d'ordres finis, c'est une fraction ration-
nelle.

2. Si nous supposons maintenant que f(z) =. (3(z)/a(z), où
a(z) et p(z) admettent les développements en série de puis-
sances :

a(z)=l+a,z+•••+a,zro+•••,
p(z)EEEpo+M+---+M"+---,

-4-00 -t-oo

convergents dans le cercle-unité, et tels que ^ |aJ et S 10ml
m==0 m==0

convergent, on peut montrer d une façon analogue que f(z)
est une fraction rationnelle.

-4-00 4-oo

En effet, les séries S ^ml2 et S |Pm|2 convergent à fortiori.
Posons : m=o m=o

ÏK(=A,, Ï!M==B,, 'ÎKr=A,, ÏIM^B,.
ws=0 m=0 m=0 m==0

Nous utiliserons encore la majoration :

On pose :
xu :==P^+•••+aA et ^xu=a^l^_l+•••+a^^o.
Alors : ^^(M+it.j2).
On a:

et
M^lfU+—+|a,||(U

2 \\^ ̂ (? l^rVi + |a.|2 + ... + |aJ2)ys=o \m=i /
/ l+n \

+ 2 2 K||a.|( 2 IP.-JIP l̂).
0^î<r^n \ms=i-t-r /
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^inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée à la dernière quan-
tité entre parenthèses donne alors :

,iM^(îlPJ2)(l+•••+N)l.y=o \m=< /
On montre de la même façon que :

SM^( ? |aJ2)(|P.I+•••+|^-.|)î.
^=0 \TO==i+l /

Donc :

S KyF ̂  2 (^Kî + AtB^) P0^ ̂ ut i,y=o
et on peut encore trouver N tel que, pour i^>. N :

(lJpmo(l+•••+la"l)2+(âlaml2)(lp(l+•••+|PB-<l)^6<i•
II en résulte encore que |DJ tend vers 0 quand n augmente

indéfiniment, donc que f(z) est une fraction rationnelle.



CHAPITRE V

FONCTIONS AYANT DEUX PÔLES DANS LE CERCLE-UNITE

II est donc suffisant, pour qu'une fonction f (z) à coefficients
entiers soit une fraction rationnelle, qu'elle soit bornée au voisi-
nage de la circonférence-unité. Cette condition n'est évidem-
ment pas nécessaire, et caractérise les fractions rationnelles
qui n'ont pas de pôles sur la circonférence-unité.

Considérons les fractions rationnelles f{z) qui ont un seul
pôle à l'intérieur du cercle-unité et n'en ont pas sur la frontière.
Les pôles de ces fonctions sont, d'après le théorème de Fatou,
des inverses d'entiers algébriques. La famille de leurs pôles
intérieurs au cercle-unité est celle des inverses des entiers
algébriques appelés nombres de Pisot-Vijayaraghavan. Ces
nombres de Pisot-Vijayaraghavan, évidemment réels, ont la
propriété remarquable, établie par M. Salem [9], de former un
ensemble fermé. Il est en de même de leurs inverses, dont nous
désignerons l'ensemble par S,. La valeur absolue des nombres de
Pisot-Vijayaraghavan possède donc un minimum strictement
supérieur à 1, trouvé par M. Siegel [12] : ce minimum est
atteint pour le zéro supérieur à 1 de z3—z—1, et pour son
opposé. Les nombres de S, ayant la valeur absolue maxima
sont donc le zéro compris entre 0 et 1 de z3 + ^—l? que nous
désignerons par 64, et son opposé, zéro de z3 — z2 + 1. Par
conséquent une fonction à coefficients entiers ayant un seul
pôle dans le cercle-unité n'est certainement pas bornée au
voisinage de la circonférence-unité si ce pôle a une valeur
absolue supérieure à Oi.

Nous allons montrer que, de même, il existe une couronne
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au voisinage de la circonférence-unité telle que, si une fonction
à coefficients entiers n'ayant que deux pôles de module infé-
rieur à 1 a ces deux pôles dans cette couronne, elle n'est certai-
nement pas bornée au voisinage de la circonférence-unité.

Soit donc f(z) une fraction rationnelle qui a deux pôles
simples de module inférieur à 1 et n'en a pas de module 1.
Nous allons étudier l'ensemble des pôles intérieurs au cercle-
unité de ces fonctions, et montrer que les deux pôles d'une
même fonction ne peuvent approcher simultanément trop
près de la circonférence-unité. L'ensemble de ces pôles de
module inférieur à 1 est celui des inverses d'entiers algébriques
qui ont, ainsi qu'un autre de leurs conjugués, un module
inférieur à 1, et ont tous leurs autres conjugués de module
supérieur à 1. Dans cet ensemble, il convient de distinguer
deux sous-ensembles, suivant que les deux conjugués de module
inférieur à 1 sont réels ou imaginaires conjugués. Nous désigne-
rons par Sg le sous-ensemble des nombres réels et par S^ le
sous-ensemble des nombres imaginaires.

M. Kelly [7] a démontré que l'ensemble S^ + S^ est lui aussi
fermé, les nombres limites de S^ appartenant à S^ s'ils sont ima-
ginaires, à S, s'ils sont réels. Cela montre en particulier qu'il
n'y a pas d'accumulation de nombres de S^ au voisinage de
la circonférence-unité. Nous nous proposons de déterminer,
en appliquant les résultats de la première partie, les nombres
de S^ qui ont le module maximum.

Nous ne savons pas, d'autre part, déterminer dans tous les
cas la nature des limites des nombres de Sg, lorsqu'on impose
aux deux nombres conjugués de tendre simultanément vers une
limite. Nous savons montrer que : ou bien les deux nombres
tendent vers deux nombres conjugués de Sg, ou bien l'un des
deux tend vers un nombre de Si, et même de son ensemble
dérivé et nous ne savons rien dire de la limite de l'autre. Nous
montrerons ici que les deux nombres d'un même couple ne
peuvent approcher simultanément de la circonférence-unité.

Nous désignerons désormais par a et (î deux nombres conju-
gués appartenant soit à Sa, soit à S ,̂ et par Q(z) le polynôme
irréductible à coefficients entiers dont ils sont zéros. Soit :

Q ( z ) = E l + a , z + - - - + ^ .

En particulier, si s = 2, on voit que [a| et [p| ne peuvent être



248 CHBIST1ANE CHAMFY

simultanément supérieurs à —=^ puisqu'on a alors |aB|^-"-.
y 2 ^

Si 5 = 3, a et p sont alors les conjugués d'un nombre de
Pisot-Vijayaraghavan du troisième degré. Or, les nombres Oi~ 1

et — Oi~1 sont précisément du troisième degré, et leurs conju-
gués sont imaginaires. Donc, le maximum du module pour les
nombres de S^ qui sont de troisième degré est \/Q^. Cette quan-
tité est peu différente de 0,869..., et par conséquent supérieure

^
à —=• Ce maximum n'est atteint que pour deux couples oppo-

sés, respectivement formés des zéros intérieurs au cercle-
unité de : z3 — z — 1 et z3 — z 4- 1. D'autre part, il n'y a
pas de nombres a et p de Sg du troisième degré dont les valeurs
absolues soient simultanément supérieures ou égales à cette
valeur V/O^i.

Enfin, une autre famille remarquable de nombres a et 8
est formée des racines carrées des nombres de Si : ce sont les
nombres imaginaires purs de S ,̂ d'une part, et les nombres a
et p de Sg qui sont opposés, d'autre part. Le maximum du
module pour les nombres de S^ imaginaires purs est donc encore
V/ôi, ce maximum étant atteint pour les zéros intérieurs au
cercle-unité de z6 — z4 + 1. D'autre part, le maximum de la
valeur absolue des nombres a et {3 de Sg qui sont opposés est
également \/Q^ ce maximum étant atteint pour les zéros inté-
rieurs au cercle-unité de z6 + z4 — 1.

Nous allons montrer que cette valeur \/0, est le maximum
cherché pour le module des nombres de Sî, que ce maximum
n'est atteint que pour les trois couples trouvés ci-dessus, et que,
d'autre part, il n'existe pas de couple de nombres de Sa, autre
que celui que nous venons de mettre en évidence, satisfai-
sant à :

(1) |a|>\/0. et W>V^.

Nous supposerons désormais les inégalités (1) vérifiées.
Parmi les fonctions ayant un développement en série de

Taylor au voisinage de l'origine à coefficients entiers, ayant a
et p pour seuls pôles dans le cercle-unité, et n'ayant pas de
pôles sur ce cercle, nous associerons à a et (3, selon une idée de
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M. Salem, la fraction rationnelle :

tt \ p^)^w
où P(z) = e^Q^'"1), £ étant choisi égal à ± 1 de telle sorte
que ta5 soit positif.

Nous poserons encore, au voisinage de l'origine :

f(z)=UQ+U^Z+ •••+U^n+ ...

où les u^ sont entiers et où Uo = &^ est positif par hypothèse.
1° La fonction :

G(z)=f(z) ^—^—P)
^W—M^(I_^)(I_^)

est holomorphe dans le cercle-unité, et telle que, sur ce cercle,
|G(z)|=l.

C'est donc une fonction de Schur, et nous allons lui appliquer
le lemme de Schwarz, selon le procédé rappelé au chapitre
premier

Exprimons que :
(2) |G(0)|^1.
Cette inégalité s'écrit : Uo [a(î| ̂ 1. A
Les inégalités (1) montrent que |ap[>-o-
Conclusion : Uo = 1.
2° |G (0)| est alors inférieur à 1, et nous pouvons appliquer

le lemme de Schwarz à la fonction de Schur :

C^-G(.)-G(0) 1
^W—l—G^z) z

Exprimons donc que :
(3) ' |G,(0)|^1.

On a:
G.(O)^«P-(«+P)(/-«P)

1 —a p

et, par conséquent, l'inégalité (3) est équivalente à :

_(l_ap)(l-a)(l-p)^u,a^(l-ap)(l+a)(l+p)
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Or, les inégalités (1) entraînent dans tous les cas que:

2 (1-«P)(1-«)(1-P) ^ g (1-^)(1 +«)(!+ 3)
I^PI |ap|

sont positifs. En effet :
Si ap est négatif, ces deux quantités sont bornées intérieure-

ment par :
2|«p|-(l+|«p|)(l+|«j)(l-|3|)

1^1
en supposant que |[j| <j |a|.

Le numérateur de cette dernière expression est lui-même
borné intérieurement par 2 (3y Oi — 1 — Oi), qui est positif.

Si ajÏ est positif, les deux différences sont bornées inférieure-
menL par:

2ap-(i-qp)(l+!a|)(i+|p|)
ap

dont le numérateur est lui-même borné intérieurement par
26, — (1 — Oi)(l + V/0,)2, qui est positif.

Conclusion : u, ne peut être égal qu'à — 1, 0, ou + 1.
Examinons d'autre part, le cas où |G,(0)j == 1 :
Alors G,{z) =e\ où ^ = ± 1, et :

^_(^-l)(^-l)(a3+^)
/u- (z-a^-^^+Ê'a^)

a et pt sont donc du second ou du troisième degré. Nous avons
déjà étudié ces nombres.

3° Supposons donc |Gi(0)| < 1, et formons la fonction de
Schur:

CM-^-G.W i.
^W—l—G.^G^T

Exprimons que :

W |G,(0)|^1.
A) Si u. = ± 1 :

^ Q ».«P-(«+P)(1-«3)
nu; —a'^+l
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u,ap(l - a2?2) + (1 - ap)2^ - a2)(l - (î2)
G ̂  -__________-u.(«+^)(l-«P)(l+«T)+«T^W-^_^^_^(l__^^2^^^p^_^_^

Le dénominateur de G,(0) vaut (1 — a2?2)2^ — Gf(0)].
Il est donc positif, et (4) est équivalente à :
2(1 - ap)(l - a'Kl - p2) + u,(a + ?)(! - a?)2

+a2p2^u,ap(l+ap)
et : u,ap(l — a?) ̂  u,(a + p)(l — a*?2) — a2?2-

Si U((a 4- P) est positif, le premier membre de la première
de ces inégalités est positif, ce qui entraîne M^ap > 0. La seconde
inégalité entraîne alors :

^l<(l«l+IPI)(i-«T)-«T
1^== |ap|(l-[ap|)

Comme a et (3 satisfont à (1), le second membre de cette
dernière inégalité est strictement inférieur à 1, et il n'y a pas
de valeur entière de Ug satisfaisant à (4).

Si u,(a + P) est négatif, le second membre de la seconde
inégalité est négatif, ce qui entraîne u^ ap <; 0. La première
inégalité s'écrit alors :
2(1 - ap)(l - a2)^ - p2) - |a + p|(l + a?)2 + a2?2

^-|u,ap|(l+ap)

et le premier membre de cette inégalité est positif, car a et
P satisfont à (1).

Conclusion : II est donc impossible que u^ = ± 1, et on a
nécessairement u^ == 0.

B) Supposons donc Ui == 0 :
Alors :

G/œ-^^-^Gl(u) - (1 + ap)
et

G (Q) - ̂ aP(l + «P) + (1 - ap)(l - ̂ (l - P2)
2( ) " — — — — ( l - a ^ l - a - K l - n •

Le dénominateur de Ga(0) vaut encore
(1 + ap)2^ - ap)[l - Gî(0)],
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qui est positif. Donc, (4) est équivalente à :

— 2(1 — ap)(l — a2)^ — p2) ̂  u,ap(l + a?) ̂  0.

Le lemme du chapitre n, appliqué à f(z) — 1, montre
d'autre part que Ug ne peut être nul. Donc u^a? est négatif.

La première inégalité montre que :

2 i^^grI^Kl+a^-d-a^l-aW-^-l
I ''- L |ap|(l+ap) J

Si a et (î sont imaginaires, le numérateur du second membre
est borné intérieurement par :

«p(l + ap) - (1 - ap)(l + mi + m,

qui est positif car a et ? satisfont à (1).
Si a et P sont réels, ce numérateur est borné intérieurement

par :
lapKl-lapD-^l-lan^-IPI2),

qui est également positif.
Donc, 2 — [ua| est positif dans tous les cas, et on ne peut

avoir que u^ = ± 1.
Enfin, si a et ? sont réels et de même signe, Ug est négatif, et :

1 | ̂ ^^(i+a^-^i-a^d-q^l-P2)l+u2^ a?(l+ap)

La quantité entre crochets est ̂  Oi(l + 0^)—2(1—O^'X),
et il n'y a donc pas de valeur entière de Ug satisfaisant à (4)
dans ce cas.

Conclusion : si a et ? sont imaginaires, Mg == — 1 ;
s'ils sont réels, ils sont nécessairement de signes

contraires et Ug == + 1.
Examinons d'autre part le cas où |Ga(0)| = 1.

C) Si G,(z) = + 1 :
On trouve alors :

G(.)= ̂ -^-^ .
^-(az-lKpz-l)

Donc /(z) s 1. Nous sommes dans le cas où Q(z) est un
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polynôme réciproque, évidemment du quatrième degré. Étant
irréductible, il est nécessairement de la forme :

Q(z) =i Z4 + û^3 + û^2 + ̂  + l?

où a, et Og sont entiers rationnels.
Soit T(Z) = Z2 + a,Z + a, — 2 le polynôme déduit de Q(z)

en posant Z = z + —-

Si a et P appartiennent à S ,̂ nous sommes dans le cas où
T(Z) a ses deux zéros imaginaires. Ce cas est donc caractérisé
pa r^a ;<4(a ,—2) . 1 a 6

L/équation qui a pour racines a[î, —.-9 -r-? -'— est alors :
ocp p a

^_(a,—2)z3+(2+a2—2a,)z2—(a,—2)z+l=0.

ap est la seule racine comprise entre 0 et 1 de cette équation.
Il est aisé de vérifier que, si a\ <; 4(03 — 2), cette racine est
inférieure à 0 < ; par conséquent, a et P ne peuvent satisfaire
à (1).

Si a et ? appartiennent à Sa, nous sommes dans le cas où
T(Z) a ses deux zéros réels et supérieurs à 2 en valeur absolue.

On a alors :
__^+^_4(q,—2)

"1 "—~ e\

7 —a, -Va'— 4 (a,— 2)et /.s = ——————^——-————>

Z^ et Zg désignant les deux zéros de T(Z). Si ZM est celle de
ces deux quantités qui a la plus grande valeur absolue, on
voit que :

|ZM| = -1- [N + v/aî-4(a,-2)].

Les deux zéros de Q(z) qui appartiennent à Sg ont respec-
tivement pour valeur absolue :

]Z<|—v/ZÎ^4| . . , Q—1—————? où i=l ou 2.
2 1

z,] = ^—-1————, où i = 1 ou
2 1

|z<| est donc fonction décroissante de JZ(|, et la plus petite
de ces deux valeurs absolues correspond à |ZM|.
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D'autre part, |ZM| est, pour a^ donné, fonction croissante
de laj, et, pour a, donné, fonction décroissante de a,. Or,
T(Z) a ses deux zéros réels et supérieurs à 2 en valeur absolue :

ou bien quand T(2) et T(— 2) sont < 0, soit :

02 + 2 < 2a, < — (a, + 2).

Og est alors nécessairement < — 2, et, pour Og donné :

12,1^-^-2).
2t

Donc: |ZM|^\/5;
ou bien, T(2) et T(—2) étant > 0, quand le discriminant

de l'équation : T(Z) = 0 est > 0 et la demi-somme des racines
> 2 en valeur absolue. Les conditions exigées sont donc :

—(2+a,)<—2a,<2+a,
et

a\— 4(a2— 2) >0
|aJ>4.

La deuxième inégalité montre que, pour a^ donné :

r, .^JaJ+i
|Z.M|^1——^———?

et la troisième inégalité montre alors que : [ZMJ ̂  3.
Celui des deux zéros de Q(z) appartenant à Sg qui a la plus

petite valeur absolue est donc dans tous les cas tel que :

, ,^\/5—i ^,/^
H^——0—— <VOr

Ces deux zéros ne peuvent donc satisfaire à (1).

D) Si G,(z)=—i:
On trouve que Q (z) est proportionnel à :

'-'t2-^-^^^^)
Si ce polynôme n'est pas irréductible, a et ? sont du troi-

sième degré au plus, et nous retrouvons un cas étudié.
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Si le polynôme est irréductible, on a :

Q(z)=-z- + (a+P)(l+aT),3 . (l-ap)(l-q-)(l-^
w- z+ ^{i+^) z+ ap(l+ap)

(a+iS)(l+aT), , .
ap(l + a?) z+ 1-

Or, la condition G^O) = — 1 s'écrit, puisque u^ = ± 1 :
2(1 - ap)(l - a-^l - p2) == ± ap(l + ap)-

Le coefficient de z2 dans Q(z) est donc égal à ±: 1 ? ce qui
2t

est contraire à l'hypothèse selon laquelle ces coefficients sont
entiers.

Conclusion : II est impossible que [Ga(0)| = 1.
4° On peut alors former la fonction de Schur :

G^)^^)-^0)!
'^-l_G,(0)G,(z) z

et lui appliquer le lemme de Schwarz. Exprimons que :
(5) 1^(0)1^1.
On trouve :

u,ap(l — ap)(l — a2)^ — (î2) — a^^a + ?)
G(0)=___________—u,(a + ^)(l—aT)(l—aa)(l—^)

3V / — 2u,ap(l — ap)(l — a2)^ — p2) — a2?2^ + ap)

Le dénominateur de G,(0) vaut :
— u,ap(l — a?)(l - a2^!- ̂ [l + G,(0)],

et cette quantité est positive, car u^oc? est négatif dans tous
les cas.

L'inégalité (5) est donc équivalente à :
appu^l—apKl-a^l-lî2) + a?(l + a?)]

+ (a + (^(l—a^l—a2)^-- ̂ ) + a2?2]
—M,ap(l—ap)(l—a2)(l—p2) ^ uîus

et

-appu^l-a^^-a^^—^+a^l+ap)]
+(a+P)[^.(l—aT)(l—a^)(l—p2)+«T]^

—u,ap(l—ap)(l—a2)(l—p2) ^ M2"s•
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Soit : y,(a, P) ̂  — iw ̂  y,(a, ?)

Comme Ug vaut + 1 ou — 1, ces deux inégalités entraîne-
ront nécessairement Us = 0 si 14- «pi (a, (î) et 1 — y^a, 6)
sont positifs, c'est-à-dire si
ap[u,(l - ap)(l - a2)^ - p2) + ap(l + ap)]

+ £'(a + ̂ (l-aTO-a^l- (î2) + a2?2]
est positif pour £' == + 1 et £' == — 1. Les couples a, ? de S^
et S^ étant deux à deux opposés, nous pouvons nous borner
à étudier ces inégalités dans le cas où a + (3 est positif ou
nul. D'autre part, le coefficient de £'(a + p) dans l'expression
ci-dessus est positif dans tous les cas quand a et (î satisfont
à (1). Il suffit donc, pour pouvoir affirmer que u, = 0, de vérifier
que
ap[u,(l - ap)(l - a2)^ - (î2) + a?(l + a?)]

- (a + ?,(1 - a2^! - a2)^ - p2) + a2?2]
est positif, en supposant a + P non négatif. Cette dernière
expression vaut encore :
(1 — a)(l — p)[ap(u, + ap — u^)

- u.(a + p)(l - a3?8) - u,(a + ̂ (l - a2?2)]
et a le signe de la quantité entre crochets, que nous désignerons
par y,(a, (Ï).

Si a et p sont imaginaires, Ug == — 1 et :
^(a.^^a^a^+ap-lî+îa+p^l—a^+ta+^l-a2?2).

Si a(î est supérieur ou égal à 6^, a2^2 + a6 — 1 est positif,
et, par conséquent, 93(0, (î) est positif si a et p sont imagi-
naires et satisfont à (1).

Si a et jî sont réels, Ug = + 1, et a et p sont de signes
contraires. Supposons que a soit positif. On voit alors facile-
ment que Çs(a, (î) est fonction décroissante de ap et de a + (î,
donc de p. Comme p est inférieur ou égal à —\/0i? cela entraîne
<ps(a, ^)>Çs(a, —VOi). Enfin, ^(a, —VOi) est elle-même
fonction décroissante de a, et on vérifie aisément que
<Ps(+ V^i, — ^Oi) est positif.

Conclusion : Quand a et (Ï satisfont à (1), on a nécessairement
u, = 0, dans tous les cas. Le développement en série de puis-



FONCTIONS MÉROMORPHES DANS LE CERCLE-UNITÉ 257

sances de f (z) au voisinage de l'origine est donc nécessaire-
ment de la forme :

/>(z)=l+^2+^4+••• ,
où Ug == + 1 si a et ? appartiennent à Sg, et Ug == — 1 si a et (3
appartiennent à S .̂

5° Considérons la fonction :

.,^_(z4+^2-i)A^-^-i)
^W—^—l)^)—^ 4 —^ 2 —!)

Au voisinage de l'origine :

^(A^-
De l'étude faite au chapitre n, 2°, il résulte que g,(z) est holo-

morphe dans le cercle-unité, et que Us, est différent de 0. Comme
\g^(z)\ = 1 sur le cercle-unité, gi(z) est une fonction de Schur,
et, en vertu du lemme de Schwarz : |gi(0)|^l. Comme u^
est entier, ceci est équivalent à : l^l ̂  1.

Considérons la fonction de Schur :

,^-g^)-g.(0) i
^-1-^(0)^) z

Nous pouvons en particulier exprimer que: |^(a)| <1 1,
soit :

/^ JL_ a4 + î î a2 — 1_ ^.
w a a4—^^—!,^2—! =

A) Si a et ? sont imaginaires, l'inégalité (6) est équivalente à :

(a4—.^2—!)^4—^2— 1)
^ap^+^-^-lj^+^-l)?2-!]

soit :

^(a, (3) == ̂ ^(l-ap) + u,[2^3 + (1 + a(3) (1-a2?2) (a2 + (32)]
-ap^l-a2?2) (a2 + (î2) + a2^] + (1- a^l-P4) (l-ap)^O.

Pour tout couple a, (î satisfaisant à (1), ^{oi, ?) est une
fonction croissante de 1^4. D'autre part, le premier membre
peut être considéré comme une fonction des variables indépen-
dantes a2 + P2 et ap. Pour a(3 constant, et a et P satisfaisant
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à (1), et pour u^ supérieur à 1, c'est une fonction croissante de
a2 + p2? qui est toujours supérieur ou égal à — 2 a[3. Donc, si on
suppose ^4 supérieur à 1 :

^(a, (î) > 4a2p2(l — a?) + 4a(3[a2(32 — (1 + a(î)(l — a^2)]
+ 2a2(î2(l — a2?2) — a3?3 + (1 - a^2)2^ - a?)

et il est aisé de vérifier que le second membre est > 0 si
^^P^l-

L'inégalité (6) ne peut donc être satisfaite si u^ ̂ 2. On a
donc nécessairement u^ = i si a et (3 sont imaginaires.

B) Si a et ? sont réels, l'inégalité (6) est équivalente à :
1 q^^q2——!1< 1 a +^ —1 < , i

== ^ ^* /,. ^ \ -»2 /| ^:~+~ 1 -a a4—(u,—l)a2—l^

a et p étant alors de signes contraires, on peut supposer a
positif. La seconde inégalité ci-dessus s'écrit :

(1 — a) (1 — a4) — (u, — l)a3 — u,a2 ̂  0.

Or, si 1^4 est supérieur à 1, on a :

( l_a)(l—a4)—(u,—l)a3—u,a2^(l—a)(l—a4)—a3—2a2 ,

et (1 — a) (1 — a4) —a3—2a2 est négatif, car a satisfait à (1).
Conclusion : on a nécessairement u^ = 1.
6° Si 1̂ 4 = 1, on a, au voisinage de l'origine :

^_^+—
^-_^+...

où n est supérieur à 4, et où les coefficients des développements
du numérateur et du dénominateur sont entiers. Le dévelop-
pement en série de Taylor de g^(z) dans le cercle-unité est
donc à coefficients entiers. Comme [gi(z)l == 1 sur le cercle-
unité, gi(z) se réduit nécessairement à un monôme de la forme
£' j^, où £' == ± 1, et où p est positif.

p. ., ^ _ (z4 — 1) — ̂ (z- — u^ — 1)
Donc : f(z) = (z4+u;z2-l)-s/^4-l) •

A) Si p est pair : a et p sont zéros de

(z1 + u,z2 — 1) — E'Z'P' (z* — 1),
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en posant p= îp'\ Or, les polynômes (^±z—l)•±:zpf{zî—1)
sont, pour tout entier p7, des polynômes irréductibles dont Pun
des zéros appartient à Si. Les nombres 0, et— Oi appartiennent
à cette famille et correspondent à p ' === 1, et à un choix de signes
convenable.

a et p sont donc dans ce cas les racines carrées d'un nombre
de S, positif ou négatif, et nous retrouvons un cas étudié précé-
demment.

B) Si p est impair : Posons p = 2p' + l? où p1 est supé-
rieur ou égal à 0.

Changer £7 en — £' revenant à remplacer a et p par leurs
opposés, on peut supposer que s7 ===+! •

Si a et ? sont réels, on suppose encore a positif. On doit
avoir :

^—(l—a^l—a2^1)^.

Or la condition a^V^i est dans ce cas équivalente à:

a6 + a4 — 1 > 0.

On vérifie que cette inégalité entraîne :
a'—^—a^l—a^^X).

Il est donc impossible que a et [î satisfassent à (1) dans
ce cas.

Si a et ? sont imaginaires :

On doit avoir : a2^1! == a ~ a ~ l
1 a — 1

soit :
(7) (1 + ̂ {t—W^} + a2?2 + (a2 + ^(l—a2?2)

—^+yY[i—{^YP^i]=0.

a2 + P2 est supérieur ou égal à — 2a(S, et le premier membre
de l'égalité (7) est borné intérieurement par:

^(a, ^^(a^+alî-^-Ça^-^l-a2?2)3.

(1) est dans ce cas équivalente à : (ap)3 + (ap)2 —1^0,
et entraîne par conséquent :

^P)^W+»P---l)2-WP/+7
Xa^+ap-l)2-^)2^6,
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Cette dernière expression est, pour une valeur donnée de a6,
fonction croissante de p ' ' . Pour p' = 1, elle vaut:

(1 -ap)[(ap)3 + W-i][W^3 + W + a(3-l]

qui est positif ou nul, car a et (3 satisfont à (1). Donc, si p '
est supérieur ou égal à 1, le premier membre de l'égalité (7)
est positif pour tout couple a, (3 satisfaisant à (1).

^Enfin, si p ' = 0, Q(z) = (^ — z2 — 1) — z(z^ — 1), et on
vérifie que les deux zéros de ce polynôme intérieurs au cercle-
unité sont imaginaires. Le polynôme dont les zéros sont les
produits deux à deux de ceux de Q(z) est :

^^V—V—V+V—ÎV+V—Z+l,

et a(3 est certainement son plus petit zéro positif. Or, T(0) = + 1
et on vérifie que T(0,) est < 0. On a donc certainement a? < ô,.

Nous avons ainsi démontré le théorème suivant :
I I n'existe pas de couples de nombres de S^ dont le module soit

supérieur à y/Or Il en existe trois couples et trois seulement
dont le module vaut y/Oi. Ces nombres sont respectivement zéros
de z6 — z' + 1, z3 — z — 1, et z3 — z + 1.

Le seul couple de nombres de Sa dont les valeurs absolues soient
simultanément supérieures ou égales à \/Q^ est formé des nombres
+ V/6, et — y^, zéros de z6 + z4 — 1.

D'autre part, si une fraction rationnelle à coefficients entiers
a pour seul pôle de module inférieur ou égal à 1 un pôle double
de module strictement inférieur à 1, ce pôle appartient à Si.
Par conséquent, sa valeur absolue est certainement inférieure
à V/0,.

Nous pouvons donc énoncer :
Si une fonction f [z) à coefficients entiers n^a que deux pôles,

distincts ou confondus, à l9 intérieur du cercle-unité, et si ces
deux pôles ont un module supérieur à \/0i, f (z) n'est certaine-
ment pas bornée au voisinage de la circonférence-unité.
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