ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER

GABRIEL DEBS

Quelques propriétés des espaces o-favorables et
applications aux convexes compacts

Annales de institut Fourier, tome 30, n°2 (1980), p. 29-43
<http://www.numdam.org/item?id=AlF_1980__30_2 29 0>

© Annales de I’'institut Fourier, 1980, tous droits réservés.

L’accés aux archives de la revue « Annales de l’institut Fourier »
(http://annalif.ujf-grenoble.fr/) implique I’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

NumbpaMm
Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AIF_1980__30_2_29_0
http://annalif.ujf-grenoble.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Ann. Inst. Fourier, Grenoble
30, 2 (1980), 29-43.

QUELQUES PROPRIETES
DES ESPACES o-FAVORABLES
ET APPLICATIONS AUX CONVEXES COMPACTS

par Gabriel DEBS

Introduction.

Soient K un convexe compact et &(K) l'ensemble de ses points
extrémaux ; on sait que K est métrisable dés que &(K) est souslinien (i.e.
image continue d’un polonais). Ce critére de métrisabilité di a Corson [5] a
¢té amélioré par Haydon [8] qui a montré qu’il suffit en fait que X soit
cosmique (i.e. image continue d’'un métrique séparable). La démonstration de
Haydon repose sur un résultat d’intégration vectorielle ; mais a la fin de son
article Haydon demande si son résultat ne découle pas du théoréme de
Corson. II pose plus précisément la question suivante : Un espace topologi-
que fortement a-favorable et cosmique X, est-il nécessairement souslinien ?
En fait il est surprenant de constater que la plupart des auteurs qui se sont
intéressés a I’étude de la structure de &(K) semblent avoir négligé la seule
propriété topologique que I'on connaisse sur cet espace.

Nous allons donner une réponse positive a la question de Haydon et
montrer méme que sous ces hypothéses, X est alors lusinien. Ensuite nous
examinerons ce qui se passe quand on remplace ’hypothése que X est
cosmique par 'hypothése que X est Lindelof et a diagonale G; (nous dirons
alors que X est sous-cosmique) : Sous ces conditions plus faibles, nous
montrerons que la structure borélienne de X est isomorphe a celle d’un
espace lusinien, conclusion qui était suffisante pour montrer que dans le cas
ou X = &(K), alors K est métrisable, ce qui améliore le théoréme de
Haydon précité. On donne aussi (parallélement a ce qui a lieu dans le cas
métrisable) des conditions suffisantes pour quun espace fortement a-
favorable soit un G; absolu, et on montrera que beaucoup de propriétés de
I’ensemble des points extrémaux d’un convexe compact proviennent du seul
fait que c’est un espace topologique fortement a-favorable.
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1. Terminologie.

On note par # I'ensemble des irrationnels qui sera muni de la topologie
induite par celle de R. Un espace topologique séparé est dit souslinien (resp.
lusinien) s’il est image continue (resp. bijective continue) de I'espace #. Un
espace analytique est un espace souslinien métrisable. Un espace X% -
analytique est un espace topologique séparé qui est I'image de .# par une
application multivoque s.c.s. et a valeurs compactes. Un espace topologique
X est dit de Lindelof'si de tout recouvrement ouvert de X on peut extraire un
sous-recouvrement dénombrable ; il est dit héréditairement de Lindeldf si tout
sous-espace ouvert est de Lindelof.

Sur un espace topologique X onnotepar G (resp. F, resp. Z, resp. K)
la famille des ouverts (resp. fermeés, resp. fermés zéros de fonctions continues,
resp. compacts) de X. La tribu engendrée par G ou F (resp. Z) est notée
B(X) (resp. Ba(X)); c’est la tribu borélienne (resp. de Baire) de X.

Si & est une famille non vide de sous-ensembles d’un ensemble X, on dit
qu’une partic A de X est &, (resp. &5, resp. & -souslinienne)si A est
obtenue comme réunion dénombrable (resp. intersection dénombrable, resp.
noyau d’un schéma de Souslin) d’éléments de . Quand il n’y a pas de
confusion sur X, onnote A° aulieude X\A le complémentaire de A dans
X.S8i BcX xYetxeX, B(x) désignera la coupe de B suivant le point
x.

2. Structure borélienne
des espaces fortement o-favorables.

2.1. Rappels sur le jeu de Choquet. — Soient X un espace topologique, &
I’ensemble de ses ouverts, et & le graphe de la relation d’appartenance dans
X x@: A

S ={xV)eX x&: xeV}.

Le jeu de Choquet sur X est un jeu infini dans lequel deux joueurs o et B
choisissent a tour de role un élémentde & et & respectivement. Le joueur B
commence la partie. Les coups successifs d’une partie sont indexés par N, de
sorte que les coups a indice pair (resp. impair) sont relatifsa B (resp. o). La
régle du jeu est la suivante : Si au coup 2n le joueur B choisit (x,,V,) e <,
alors au coup (2n+1) le joueur o doit choisir U,€ & tel que
x, €U, = V_; inversement si au coup (2n+1) le joueur a choisit U,e @,
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au coup (2n+2) le joueur B doit choisir (x,;,V,+1) €S tel que
V,+1 = U,. Ainsi au cours d’une partie les joueurs o et f forment deux
suites emboitées (U,),.n €t (V,),.n d’ouverts ;lejoueur o gagne la partie si

NnNu=NV#J.
neN neN
On dit que I'espace X (ou sa topologie) est fortement a-favorable si le
joueur a posséde une stratégie gagnante. Icila notion de stratégie est celle des
jeux infinis & information parfaite ; c’est-a-dire qu’a chaque étape du jeu le
joueur o est supposé se souvenir de tous ses coups précédents ainsi que de
ceux de B, et peut tenir compte de sa mémoire pour établir sa stratégie.
Lorsque I’ensemble X est muni de plusieurs topologies on parlera de jeu dans
.
Ainsi une partiedans & estla donnée d’une suite (J,),.n, avecl,, € & et
J,,+1 € & qui vérifient les régles décrites ci-dessus ; 1a suite finie (J,)o<)<, €5t
dite un début de partie dans & . Soient £ et ¢’ deux débuts de partie, on
dira que ¢’ prolonge # si # estune section commengantede #’'. On dit
qu’une partie (ou qu’un début de partie) est conforme a une a-stratégie donnée,
si le joueur o applique cette stratégie a chacun de ses coups.

THEOREME 2.2. — Soit X un ensemble muni de deux topologies @ et @' ;
on suppose que @ est moins fine que &' et qu’il existe dans &' une base %'
formée d’éléments qui sont Gz pour & . Alorssi € est fortement o-favorable,
il en est de méme pour @'.

Démonstration. — Notons & (resp. &) le graphe de la relation € dans
X x @ (resp. X x ©'). D’aprés ’hypothése, pour tout B’ € #' il existe une
suite (V,(B"),.n dans @ telle que

B = N Vi(B).
keN

Si o est une a-stratégie gagnante sur &, on peut en déduire une a-stratégie
gagnante sur ¢’ de la maniére suivante :

Si B joue Jj =(xq, Vo)€@, alors a choisit Bye# tel que
Xo € By © Vi ; comme J, = (x,,Vo(Bg)) € &, le joueur a peut former
J, =0y €. Enfin a joue J| =J, n By €&’ quivérifie x,eJ| < V.

Si au coup suivant B joue J, = (x,,V)) e &%, alors a choisit B} € &
tel que x, € B} = V| ; comme J, = (x,,V,(By) n Vi(B}) nJ,) e, le joueur
o peut former J;=0(0,JJ,). Enfin o joue J3=1J3NnBe?
qui vérifie x; €J3 < V.
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Ainsi au bout de (2n+1) coups (J)o<i<2m avec Iy = (X, Vi), le joueur
o aura construit en itérant le procédé précédent, des suites finies (Ji)o <k <ans1
et (Byo<k<, Vérifiant :

1) B.e # et x, € B, < V;
(2) Jose1 = 0Uod g5 300
k
(3) Ja = (dak—1 0 ) Vi(B)).
i=0

Alors au (2n+2)#me coup, a joue J5,,; = J,,+1 N B,. Cette stratégie
est clairement gagnante puisque :

B# N Jzer = N N VABY)=N N VB
neN neN peN peN neN
p<n n=p

=N B =N, O

peN peN

DerintTION 2.3 (voir [10]). — Un espace topologique X est dit cosmique s’il
est régulier et vérifie l'une des conditions équivalentes suivantes :

(1) X est image continue d’un espace métrisable séparable.

(ii) il existe dans X une suite (F,),.n defermés telle que pour tout ouvert
U de X ettout xeU, onait xeF, = U pour un certain n.

THEOREME 2.4. — Tout espace cosmique fortement o-favorable est lusinien.

Démonstration. — Soit (X,&) un tel espace. Considérons une suite (F,),n
de fermés vérifiant la condition (ii) de la définition précédente. Si &’ désigne la
topologie engendrée par ‘

B = {F,;neN} U {Fi;neN},

il est facile de voir que @, &' et &' vérifient les conditions du théoréme 2.2
(les F, sont G; pour & car un espace cosmique est héréditairement de
Lindelof). Par suite @’ est fortement a-favorable, de plus cette topologie est
métrisable séparable puisqu’elle est réguliére et & base dénombrable. Il résulte
de ([3], p. 136, théoréme 8.7) que (X,&") est polonais et par suite que (X,6)
est lusinien puisque ¢ < @”. O

Nous allons maintenant étudier ce qui se passe quand on affaiblit, dans le
théoréme précédent, 'hypothése que X est cosmique. Rappelons qu’un
espace topologique est dit submétrisable si sa topologie est plus fine qu’une
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topologie métrisable (voir [2], p.97, ex.27). Un espace cosmique est
submétrisable et de Lindelof.

LEMME 2.5. — Pour un espace topologique régulier et de Lindelof les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) La diagonale dans X x X est un Gj.
(i) Il existe sur X une suite de fonctions continues qui sépare les points.

(i) X est submétrisable.

Démonstration. — (i) = (ii) Supposons que la diagonale A dans X x X
s’écrive comme intersection de la suite (U,),.n d’ouverts. L’espace X étant
complétement régulieret A de Lindelof on peut trouver pour tout n € N une
suite (f, ,),en de fonctions continues sur X telle que I'on ait

A=<U V,,xV,,cU, avec V., = {f, >0}
peN

Il est immédiat alors que la famille (f, ),,enxn Sépare les points de X.

(i) = (iii) Soit (g,),cn une suite de fonctions sur X vérifiant (ii); on
supposera de plus 0 < g, < 1 pour tout ne N. La distance sur X définit

1
par d(x,y) = Y = |g,(x) — gu(y)| détermine alors sur X une topologie

neN 2"
moins fine que la topologie initiale.
(ii1) = (i) Immédiat. O
DEFINITION 2.6. — Un espace topologique sera dit sous-cosmique s’il est

régulier, de Lindelof et submétrisable.

Nous allons maintenant démontrer une propriété fondamentale sur la
structure des espaces sous-cosmiques fortement a-favorables. Cette démons-
tration reposera sur le théoréme de sélection suivant établi dans [6].

THEOREME2.7. — Soient (X,%&) un espace mesurable, Y un espace polonais
et F une application multivoque de X dans I'ensemble des parties non vides de
Y vérifiant :

1) Pour tout (n,p)e N x N, ilexiste A, ,€eZ et V, , ouvertde Y tels
que :

GrF) = (k) eX x Y: yeFw} = N U A,, x V,,.

neN peN
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2) Pour tout ouvert V de Y, F (V) ={xeX;F(x) nV # J}eX.
Alors il existe une application f: X — Y mesurable et telle que f(x) e F(x)
pour tout x€ X.

Rappelons quun espace mesurable (X,Z) est dit standard s’il est
isomorphe a un espace lusinien (resp. [0,1]) muni de sa tribu borélienne.

THEOREME2.8. — Soit X un espace topologique sous-cosmique et fortement
a-favorable; alors I'espace mesurable (X,Ba(X)) est standard.

Fixons d’abord quelques notations : on désigne par Y I'ensemble NV
des suites (infinies) d’entiers. Pour tout n € N*, ondésigne par S, 'ensemble

des suites finies d’entiers de longueur n, etonpose S = |J S,. SoitseS;

neN*
onnote par |s| lalongueurdelasuite s; si c€S U Y onécriras < & si s
est une section commengante de o ; pourtout ke N, on note (s,k) la suite
de longueur (|s|+1) qui prolonge s par l'entier k. On munit Y dela
topologie produit qui est engendrée par les ilots

> = {ceziz s < o}

quand s décrit S; lespace ), est alors homéomorphe & 'espace # des
irrationnels.

Pour démontrer le théoréme 2.8 nous aurons besoin du lemme suivant :

LEMME 2.9. — Sous les hypothéses précédentes sur X il existe une
application @ de Y sur X vérifiant :

a) @ est Baire mesurable.
b) Vse 8§, (p(Z) € Ba(X).

0 Yoe¥, ol0) = N o).

s<o

Démonstration. — Notons par 7 la topologie de X et soit &’ une
topologie métrisable moins fine que &, qui est définie par une distance d;
pour tout ne N, posons : *

1
= X dxy) < ——1p.
G, {(x,y)GXXX (xy)<n+1}

Dans la suite quand on parlera d’ouverts, sans plus de précision on entendra
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des ouverts pour &. L’espace X étant complétement régulier, 'ensemble ¥
des ouverts F, de X forme une base pour @ ; et par suite on peut trouver
sur X une o-stratégie gagnante A qui prend ses valeurs dans % .

On peut alors construire par récurrence sur n = |s| desfamilles (U, get
(V),es d’ouverts et une famille (x),.s de points de X vérifiant :

(0) Pourtout ke N = S;, V, = X; et (x),n €St unesuite de points de
X telle que les ouverts U, = A(x,,V,), recouvrent X quand k décrit N.

Et pour tout entier n > 2 :

(D, VseS,, x,eV, et V xV cG,.
), VteS,_,, U=U U=UV..
b 1<
(3)n VseS,, U, =iJoJy.-..J00)
avec
{JZk = (xnk(s)’vnk(s)) pOur 0 S k S n
Jar1r = Upy pour O<k<n-—1

ou m, désigne la projection canonique de S, sur S,.
Cette construction que nous admettrons est immédiate ; elle repose sur le
fait que tout élément U de & est lui-méme un espace de Lindelof. La

stratégie A étant gagnante, pourtout ¢ € ). I'ensemble () V, estnonvide
s<o

et réduit a un point d’aprés (1),; soit @(c) ce point. L’application ¢ ainsi
construitede ) dans X est clairement surjective et continue pour &'; donc
(X,&") est analytique.

Considérons une partie A de X qui est ambigu€ d’ordre 1 pour & ;
comme A est un G; d’un espace fortement a-favorable, il est lui-méme
fortement a-favorable (ceci est immédiat ; mais découle aussi du théoréme
2.2); comme A est un F_, d’un espace de Lindeldf, il est lui-méme de
Lindelof, enfin A est régulier et submétrisable. Donc en appliquant ce qui
précéde a I’espace A on voit que A est &' -analytique et de méme A°; il
découle alors du premier théoréme de séparation des ensembles analytiques
que A est borélien pour &’. On a par suite Ba(¢) = Ba(¢"') = B(¢"); ce qui
montre que ¢ est mesurable pour Ba(¢). D’autre part il est facile de vérifier
que @(}) = U,; donc b) et c) découlent de ce qui précéde. O
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Démonstration du théoréme 2.8. — Considérons I'application multivoque
F de X dans’ensemble des parties de Z définie par F(x) = ¢ !(x); elle
vérifie :

1) GrF) = N, U U x Y
2) VseS, F7(})=0(Q)=UeBaX7).

D’aprés le théoréme 2.7 il existe une sélection f de X dans ) mesurable
pour Ba(X,&). Remarquons alors que I'ensemble Y = f(X) est borélien
dans ) puisque :

Y ={fop=1d}.

L’application ¢ restreinte 3 Y est bijective et mesurable ; 'espace Y muni
de sa tribu borélienne est standard et la tribu Ba(é) sur X est séparable
puisqu’elle est égale & Ba(¢”). Il découle alors du théoréme des isomorphis-
mes de Lusin (avec forme abstraite ; voir [4], p. 35, théoréme 2.4) que ¢ est
un isomorphisme borélien de A sur X, d’ou la conclusion. O

Deux topologies sur un ensemble X sont dites Baire-équivalentes si leurs
tribus de Baire respectives sont égales.

CoOROLLAIRE 2.10. — Sous les mémes hypothéses sur (X,6), toute topologie
métrisable et Baire-équivalente a @ est lusinienne.

Démonstration. — Ceci découle du fait qu’un espace topologique métrisa-
ble muni de sa tribu borélienne est standard si et seulement si il est lusinien
([4], p. 39, théoréme 2.6). O

COROLLAIRE2.11. — Sous les mémes hypothéses sur (X,6), toute topologie
métrisable moins fine que & est lusinienne.

Remarque 2.12. — Considérons sur R la topologie & engendrée par les
intervalles [a,b[ ; il est facile de voir que @ est réguliére de Lindel6f (méme
héréditairement de Lindelof) et submétrisable (puisque plus fine que la
topologie habituelle); de plus d’aprés le théoréme 2.2, @ est une topologie
d’espace fortement a-favorable. Donc (R,&) vérifie toutes les hypothéses du
théoréme 2.8 mais (R,&) n’est pas lusinien ; en fait il n’est méme pas cosmique
car (RxR, % x @) n’est pas normal (voir [2], p. 113, ex. 15).
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3. Une classe d’ensembles G;.

Il résulte du corollaire 2.4 qu’un espace cosmique fortement a-favorable
X est un borélien absolu dans la catégorie des espaces réguliers (voir [2],
p. 67,lemme 7). Le but de ce paragraphe est de montrer qu’en fait untel X est
un G; absolu dans la catégorie des espaces cosmiques. Pour cela nous avons
besoin de la notion suivante :

DeFmiTION 3.1. — Une partie X dans un espace topologique Y est dite
déterminée par A, si A est une partiede Y x Y qui vérifie :

a) Vxe X, (x,x)e A
b) VxeX, VyeX-, (x,y) € A°.

On dira que X est Gg-déterminée dans Y s’il existeun Gz dans Y x Y
qui détermine X.

3.2. = Voici quelques exemples de parties X qui sont G;-déterminées
dans un espace Y :

a) S’il existe sur Y une suite (f,),.n de fonctions continues vérifiant
VxeX, Vye X, dneN : Jx) # f,(y).

On dit alors que X est distingable dans Y (voir [9]).

b) Si la diagonale dans Y x Y est un .G; et X quelconque.

¢) Si X est Z-souslinien dans Y.

d) S’il existe une application continue f de Y dans un espace topologi-
que Y’ telle que f(X) nf(Y\X) = & et que f(X) soit G;-déterminé dans
JY).

Notations 3.3. — Soit (I,pp m)umen x n UN systéme projectif dénombra-

mzn

ble; on note I, = lim I,. Pour plus de commodité on écrira p, au lieu de
-

Pnm quand m > n, sans préciser I'indice de 'ensemble de départ. On notera
aussi par p, laprojection canoniquede I sur I,. Enfin pourtout ne N et
tout iel, on pose q(i) = p,—1.(i) = p,-1(). Un systéme projectif
dénombrable est parfaitement déterminé par la donnée de 'application g
précédente.

THEOREME 3.4. — Soient Y un espace topologique et X un sous-espace de
Y vérifiant :
a) X est fortement a-favorable.
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b) X est G;-déterminé dans Y.

¢) Le filtre des voisinages de X dans Y admet une base formée de sous-
espaces ouverts et paracompacts.

Alors X estun G; de Y.
Démonstration. — Soient G une a-stratégie gagnante sur X, et (G,),.n

une suited’ouvertsde Y x Y telleque G = [} G, détermine X dans Y.
neN

Tous les ouverts considérés dans la suite sont relatifs a la topologie de Y.

Nous allons définir par récurrence sur ne N un systéme projectif
dénombrable d’ensembles (I,;p,;q) (avec les notations 3.3), des familles
(V)ier, douvertsde Y et des familles (J)),., de débuts de parties sur X
vérifiant :

) I, = {0}; Vo=Y; Jo=Y;
et pour tout ne N :

(1), (Viiey, est une famille ponctuellement finie d’ouverts de Y qui
recouvre X.

(2), Pourtout iel,, V=V, et V, xV, =G,.

(3), Pourtout iel,, J; estundébutde partie sur X quiest conforme a
o et qui prolonge J;.

(4), Pourtout iel,, lederniercoup A; de J; estrelatifa a et vérifie :

XNV, cA,.

Supposons la construction faite jusqu’a I'ordre n.
Soit (U,),.x unrecouvrement ouvert de X plus fin que le recouvrement
(Vicr, tel que pour tout x € X on ait :

xeU, et U, x U, < G,,,;.

Notons H = {(i,x) eI, x X : U, < V,}; d’aprés(4),, pour tout (i,x) e H,
(J(x.X N U,)) estun début de partie sur X, et on peut trouver un ouvert
W, de Y tel que:

G(Ji’(xax N Ux)) = X N wi,x
et
Wi,x < U

x*

Comme X = |J W,, il résulte des hypothéses sur X qu’on peut trouver
heH
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une famille ponctuellement finie (W)),.; d’ouvertsde Y, quirecouvre X et
telle que :

Viel, dheH: W;cW,.
Pour tout (ij)elI, x J, posons :
B;;={xeH@): XnW,cW,_}
on définit alors :
Ly ={()el, xJ: B;; # J}.

Pour tout (ij)€l,,,, onfixe x;;€B,; et on pose :

Wiji= Wi, et U= U
, Xij > 1
enfin on définit :

qiy) =i

Vii =W,

Jij =0, X nU )X nW, ).

La vérification de (1),,, a (4),,, estimmeédiate;et la construction est alors
achevée.
Considérons les ensembles :

X=AQ UV, e X-=
iel

neN iel,

n v,0o.
neN

©

Nous allons démontrer que ; X < X' < X” < X. La premiére inclusion
X < X' -est évidente.

Soit x € X' ; lafamille (V). étantponctuellement finie, on peut trouver
ijel, telque :

(xeV,) et (Vn>1, Jjel,: p() =i, et xeV).
De méme on peut trouver i, € g~ (i;) tel que :
(xeV,) et (Vn>2, Jjel,: py() =i, et xeV).
Ainsi de proche en proche on construit i€l tel que
xeVi= [ V,0).
neN

Pour la derniére inclusion considérons i€l ; lespace X étant o-
favorable il résulte de (3), et (4), que X N V; # J; d’autre part d’aprés
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(2), ona V; x V; © G. Comme X est déterminé par G dans Y, il est
facile de voir alors que V; = X; ce qui montre que X” < X. Par suite
X =X estun G; de Y. O

Signalons que la condition c) du théoréme 3.4 est réalisée dés que Y est
héréditairement paracompact (par exemple dés que Y est métrisable ou
cosmique). Elle est aussi réalisée si X est de Lindelofet Y compact, car dans
cecassi U estouvertde Y contenant X, on peut trouver (par le théoréme
d’Urysohn) un ouvert K_ (donc paracompact) V tel que X =« V < U.

COROLLAIRE 3.5. — Dans un espace cosmique, tout sous-espace qui est
fortement o-favorable est un Gj.

COROLLAIRE 3.6. — Dans un espace compuct, tout sous-espace Z -souslinien
qui est fortement o-favorable est un Gy.

Rappelons qu’un espace topologique complétement régulier est dit
topologiquement complet s’ilest G; dans son compactifié de Stone-Cech (ou
dans un compactifié, ou dans tout compactifié¢). On remarquera que dans le
corollaire suivant ’hypothése sur X implique que X est de Lindelof et
distingable dans son compactifié de Stone-Cech (donc Gy -déterminé).

CoRrOLLAIRE 3.7. — Soit X un espace topologique qui posséde une image
métrisable séparable par une application propre. Alors les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(i) X est topologiquement complet.

(i) X est fortement a-favorable.

4. Applications.

Nous rappelons quelques points concernant la représentation intégrale
dans les convexes compacts (pour plus de détail voir [1], p. 38). Soient K un
convexe compact d’un espace localement convexe et X = &(K) I'ensemble
de ses points extrémaux. On note par Be(X) la trace sur X de la tribu de
Baire Ba(K) de K ; onaévidemment Be(X) = Ba(X). Si p est une mesure
maximale sur K (pour I'ordre de Choquet), pour tout B € Ba(K), on pose :
KX N B) = u(B); et on montre que pn définit bien une mesure (non

nécessairement réguliére) sur la tribu Be(X), qui vérifie : J‘f dp = u(f), pour
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toute fonction f continue sur K. En particulier si la mesure p est de
barycentre x € K, on aura Jf dp = f(x) pour tout feA(K), ou A(K)

désigne ’espace des fonctions affines continues sur K.

THEOREME4.1. — Soient K un convexe compact et X = &(K) I'ensemble
de ses points extrémaux; alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) K est métrisable.
(il) X x X est héréditairement de Lindeldf.

(iti) X est sous-cosmique.

Démonstration. — Les implications (i) = (ii) = (iii) étant immédiates, il
suffit de montrer que (iii) = (i).

Remarquons d’abord que X étant de Lindelof on a Be(X) = Ba(X)
(d’aprés [8], lemme 3.1). La tribu Be(X) étant alors dénombrablement
séparée puisque standard (théoréme 2.8) on peut trouver une famille
dénombrable F defonctions continues sur K qui sépare les points de X ;de
plus on peut supposer que F est stable par produits finis et que (— F) = F.

Pour tout fe F, ettout xe X, ona f(x) = Inf {g(x);g e AK)etg > f
sur K} (voir [1], proposition 1.3.5). L’espace X étant de Lindelof, on peut
alors trouver ([7], proposition 19) pour tout fe F, une suite (f,),.n dans
A(K) telle que :

1) f,=z f sur K.

2) Inff, =f sur X.

neN

Nous allons alors démontrer que la famille
G = {f,;feF et neN}

distingue X dans K (voir 3.2.q) ce qui est suffisant (d’aprés [9]) pour
conclure que K est métrisable.

Soient alors x € X et y e K\X; désignons par p une mesure maximale
sur K qui représente y, et par p la mesure o -additive quelle définit sur
Ba(X).

Considérons I'ensemble H des fonctions ¢ bornées et Baire-mesurables

sur X qui vérifient J g dpp = g(x); Cest un espace vectoriel contenant les

constantes et stable par limite monotone bornée et par limite uniforme et F
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est stable par produits finis. Par suite siI’on supposait F < H il résulterait du
théoréme de la classe monotone que H contient les fonctions caractéristi-
ques des éléments de la tribu (¥ engendrée par F; mais X est par
hypothése une sous-tribu dénombrablement séparée de la tribu Ba(X) quiest
standard et on concluerait alors par le théoréme des isomorphismes que
Ba(X) = (& ; donc que p = g, ce qui est faux. Donc il existe fe F tel que

Jf dp # f(x) et comme (— f)e F on peut supposer f(x) < Jf dp; dou :

Inf f(x) = f(x) < f fdin < Inf | f,dp = Inf f,(y)

neN neN neN
et par suite il existe ne N tel que f(x) < f(»). O
Remarque 4.2. — On ignore si la seule condition que (X, Ba(X)) est

standard, est suffisante pour que K soit métrisable. La démonstration
précédente montre qu’elle est suffisante si 'on suppose de plus que toute
fonction continue sur X admet un prolongement sur K en une fonction
convexe de 1™ classe de Baire. En particulier un simplexe de Lion (voir [12])
est métrisable si et seulement si (X, Ba(X)) est standard.

Le théoréme suivant est une conséquence immédiate des corollaires 3.6 et
3.7.

THEOREME 4.3. — Sous l'une des deux hypothéses suivantes, lensemble X
des points extrémaux du convexe compact K est G; dans X :

a) Ilexiste une application proprede X sur un espace métrisable séparable.
b) X est Z-souslinien dans X.

Le a) améliore un résultat de M. Talagrand (voir [13], théoréme 3) car
dans un espace compact, tout sous-espace qui est G; et de Lindelofest K ;.
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