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SOMMES DE COMMUTATEURS
DANS LES ALGEBRES DE VON NEUMANN
FINIES CONTINUES

par Th. FACK et P. de la HARPE

Soit INT wune algébre de von Neumann. On dit qu’un élé-
ment Z de T est un commutateur s’il existe X,Y € JIL avec
Z=[X,Y]=XY - YX, et on note s/(JIL) le sous-espace de INT
formé des sommes finies de commutateurs ; la notation doit rappeler
que sI(M) posséde une structure canonique d’algébre de Lie
complexe. Les premiers problémes de la théorie des commutateurs
consistent a caractériser s/(JIT), puis, si possible, I’ensemble des
commutateurs de NT. Si T est de dimension finie, la solution
du second probléme remonte a4 Shoda [26] ; nous supposerons dé-
sormais que T est de dimension infinie.

Le présent article est consacré a sI(O1C) lorsque JIL est une
algébre de von Neumann finie continue. Avant d’énoncer nos ré-
sultats, rappelons quelques faits connus dans d’autre cas.

Si N est un facteur infini, alors sI(L) coincide avec JNT ;
on sait d’ailleurs caractériser les commutateurs eux-mémes : Voir
[2] pour le type I., le théoréme 3.8 de [10] pour les types Il
et [3] pour les types III. Si OIU est une algeébre proprement infinie,
alors sI/(O1U) coincide toujours avec U (voir par exemple le lemme
3.1 de [21]); on a aussi dans ce cas de nombreux renseignements
sur I’ensemble des commutateurs (voir [10] et les travaux plus ré-
cents de Halpern, dont [11]). Si O est une algébre finie discréte,
alors s/(Q1t) coincide avec I’ensemble des éléments de trace cen-
trale nulle [22]; si, de plus, JT est homogene de type I, (7 fini),
on sait aussi caractériser les commutateurs eux-mémes (voir le théo-
réme 5 de [6]).
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Cette abondance de résultats contraste avec la situation pré-
sente dans le cas fini continu. Soient désormais INU une algébre de
type II, et 7 sa trace centrale. Il est évident que s/(O1L) est dans
le noyau de 7; on Vérifie que linclusion est normiquement dense
[27], et on sait qu’il y a égalité dans le cas particulier o IT est
un «facteur de Wright» [22]. Mais 1a s’arréte la liste des résultats
a4 notre connaissance publiés jusqu’ici. La conjecture généralement
admise est que tout €lément a trace centrale nulle est un commu-
tateur (voir la remarque 3 du § 4 dans [6] et l'introduction de [22]).

Le but essentiel de cet article est de montrer que l’espace des
sommes finies de commutateurs coincide avec le noyau de la trace
centrale dans toute algebre de von Neumann finie et continue. La
preuve de ce fait dans le cas d’un facteur s’inspire d’une technique
élaborée par Broise [1] et rappelle les constructions de [23] pour
I’étude de I'algébre des opérateurs compacts dans un espace de
Hilbert. Dans le premier paragraphe, nous définissons et étudions le
réarrangement décroissant d’un opérateur hermitien dans une algébre de
von Neumann It munie d’une trace finie. Si T = L”([0,1]) est
munie de la trace associée a la mesure de Lebesgue, et si Z €T est
une fonction étagée, son réarrangement décroissant n’est autre que
la fonction dont le graphe figure les «étages» de Z, rangés en
«escaliers descendants» [9]. Le second paragraphe établit le résultat
principal pour un facteur de type II,. Le suivant I’étend au cas
global par la théorie usuelle de la réduction et grice a un lemme
technique qui nous permet d’éviter toute hypothése de séparabilité.
Le § 4 moissonne les corollaires et pose de nouvelles questions.
Notons enfin que le § 2 se termine par une digression sur I’analogue
multiplicatif du probléme auquel est principalement consacré notre
travail ; nous y montrons que tout élément inversible dans un fac-
teur de type 1I,, dont le déterminant est 1, peut s’écrire comme
un produit de commutateurs multiplicatifs.

Nous remercions P.L. Aubert, H. Halpern et V. Jones pour
d’utiles discussions et remarques. P. de la Harpe remercie aussi le
«Fonds national suisse de la recherche scientifique» pour son soutien.
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1. Réarrangement décroissant d’un opérateur hermitien.

Si (2, u) est un espace mesuré intégrable, on sait définir en
analyse classique la notion de réarrangement d’une fonction réelle
mesurable et bornée sur 2. D’autre part, si T est un facteur de
type II, et 7 sa trace canonique, Murray et von Neumann défi-
nissent dans [20] la notion de «t-iéme valeur propre» (¢€]0,1)])
d’un opérateur hermitien de IT.

Ces deux notions dérivent en fait d’une méme que I’'on expose
ci-dessous : celle de réarrangement décroissant d’un opérateur her-
mitien dans une algébre de von Neumann OIU munie d’une trace
normale finie fidéle Tr. Posons T = Tr(1). On note % I’ensemble
des projecteurs de T et, pour tout réel ¢+ =0, @, I’ensemble des
Pe<% tels que Tr(l1 —P) <t. Enfin, on supposera que 1T opére
dans un espace de Hilbert § .

DEFINITION 1.1. — Soit Z = Z* €0U. On appelle réarrangement
décroissant de Z la fonction p, définie sur [0,T] par :

Pz (1) = Pgljt (sep%ﬁsuﬂ (ZE1®).

La fonction p, est clairement décroissante. Pour Z = Z* €01,

on posera
M, = Sup (ZE[D)

EED, NEl=1
m, = Inf (Z§]§).
£€9, lgh=1

Ona:

PROPOSITION 1.2. — Soit Z = Z* € L.

(i) Soit (E))\er [unique résolution de I’identité continue
+ oo
adroite telleque Z = | \dE,.

Alors, pour t€[0,T], ona:
pz(t) = Min {AE€ [m;,M;], Tr(1 —E,) <t}
T
ii Z) = t) dt.
(i) Tr(Z) ‘/o‘ pz (1)

i) est une adaptation facile du lemme 15.2.1, p. 213 de [20], alors
que ii) se démontre comme le lemme 15.2.2, p. 214 de [20].
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Remarques 1.3.
1.3.1. — D’aprés 1.2, i), on a pz(0) =M; et p,(T)=m,.

1.3.2. — 11 résulte facilement de 1.2 d’une part que p, est
continue a droite, d’autre part que p, ne dépend pas de la repré-
sentation de INT dans & .

1.3.3 — Soient oM =L=(Q,u) et Tr(Z)= fQZ(w) du(w).

n
Soit Z =2, N 1q, une fonction en escaliers, o (2,%,,..., 2,)
i=1
forme une partition mesurable de £2.

n
Alors  p; = 2 Aoy X; 00 Ny SN0 = >N, est
i=1

le réarrangement décroissant de la suite (A;,A,,..., A,) et ol X;
est la fonction caractéristique du sous-intervalle [0, u(§2 a(l))[ de
[0, u(2)] sii=1, de

[, V...V Qo)) M Qg V... U Qo) si 1<i<n
etde [M(Ryy V... U, ) u(Q)] si i=n.

Par contre, si JIU est un facteur de type II, et Tr sa trace
canonique, pz(f) est la «1-t-iéme valeur propre de Z» au sens de
[20]. 1II nous a paru utile de donner une définition du réarrangement
décroissant d’un opérateur permettant de concevoir celui-ci comme
I’«analogue non commutatif» de la notion usuelle de réarrangement
décroissant.

1.34. — Soit Z=2Z2*€m. Si Tr(Z)=0, la proposition
1.2 (ii) implique Mz; = p,(0) =0 et my; = pz(T) < 0. Posons
V(Z) = pz(0) — pz(T). On a, en notant [|Z| la norme uniforme
de Z: |IZll = Max {IMgl, Im,|} < V(Z) <2 ||Z||. Malgré sa bana-
lité, cette derniere inégalité se trouve étre cruciale pour la suite.

Le lemme ci-dessous contient le lemme 4 de [1] :

LEMME 1.4. — Supposons que U n’ait pas de projecteurs mi-
nimaux. Soit 7 = Z* € N. Alors, pour tout t€<€[0,T], il existe
un projecteur P €M , commutant a 7, et vérifiant :

@ Tr(1-P) =1¢,
(i) (ZE1§) < p (D IEI* pour EEPH),
(iii) (ZE1§) = pz () P pour (€1 -P)(§).
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+ oo
Preuve. — Soit Z = £ AdE, la décomposition spectrale

de Z. Posons A, = p,(¢). On a Tr(l — E;\o) < t. Soit A un réel
vérifiant A <A, . Comme

Tr(l — E,) > ¢

il sensuit que Tr(l — E’*B) = 7}1(12 Tr(1 —E,)=t¢. Comme
A—Xg

ML ne posséde pas de projecteurs minimaux, il existe un projecteur

PEIL tel que 1-E}\ <1—P<1—E— et Tr(l-P)=1¢.

Les inégalités E}\0 <P < EM impliquent que P commute & Z

ainsi que (ii) et (iii). Q.E.D.

2. Noyau de la trace d’un facteur de type II, .

Dans tout ce n°, N désigne un facteur fini continu, 7 sa
trace canonique et N = {1,2,3,...} I’ensemble des entiers stric-
tement positifs.

Nous voulons montrer que tout élément a trace nulle Z €T
est une somme finie de commutateurs. Le premier pas consiste a
réduire le probléme au cas ou Z est hermitien et porté par un pro-
jecteur suffisamment petit au sens suivant :

LEMME 2.1. — Pour tout Z €N avec 7(Z)= 0, il existe
des projecteurs P,. et des hermitiens Z; dans M (j=1,2,3,4)
vérifiant |

Z;=PZP ,671(Z)=0, 7(P;)= 5 NZ N < 2IZI|

i

pour j =1,2,3,4 ettelsque Z — (Z, + Z,) — i(Z; + Z,) soit une
somme de deux commutateurs de la forme [X,Y] avec ||X||<||Z]|
et IYII<I.

Preuve. — Supposons d’abord Z hermitien et soient P, , P, deux

1
projecteurs de U commutant & Z et vérifiant 7(P,) =17(P,) = 5
(cf. lemme 1.4). Posons

Z,=P(Z - 27(P,2)) et Z,=P,(Z—27(P,Z))
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de sorte que Z —(Z, +Z,)=m(P, —P,) avec m =27(P,Z).
Soit W une isométrie partielle de I de projecteur initial P, et
de projecteur final P,. Alors, P, — P, = [W,W*] est un commu-
tateur, d’ou le résultat puisque |m| <2 ||Z| 7(P,) = ||Z]|.

Le cas général s’obtient en considérant la décomposition
Z=2"+iZ" avec Z' et Z" hermitiens. Q.E.D.

1
2
et Z; un hermitien de 0T vérifiant 7(Z,) =0 et Z, =P, Z,P,.
Nous voulons montrer que Z; est une somme de deux commuta-
teurs. L’essentiel de notre argument, inspiré de [1], consiste & com-
pléter Z, par une suite (Z,),cy ad hoc ou chaque Z, est un
hermitien a trace nulle dans une réduite convenable de JT. Rap-
pelons que la réduite de JIU par un projecteur P de O est la sous-
algébre de von Neumann ¢, = {X € M, X = PXP} de AN (nous
ne suivons donc pas la convention de Dixmier pour les sous-algébres,
mais celle de Sakai: l'unité de lalgébre N{p, qui est P, est en
général distincte de 1 € 7).

Soient désormais P; un projecteur de 9T avec 7(P)) =

Considérons d’abord P, comme terme initial d’une suite (P,),cn
de projecteurs de U, deux a deux orthogonaux, avec 7(P,) = 27"

pour tout nE€ N, de sorte que Z P, =1 (la somme converge
nEN

fortement). Pour tout n &€ N, nous noterons T, (resp. Ny, pe1)
la réduite de 1T par P, (resp. P, + P,.,).

Soient P; et P} deux projecteurs orthogonaux équivalents
de OT,, de somme P,, et commutant a Z, (cf. lemme 1.4).
Soient W; et W} desisométries partielles dans 9T, , avec

W*W, =P}, W/*W}/ =P/
WIW* =P, =W/W/'*
et posons
Z,=W,Z,W*+W/ZW/*.
Il est clair que Z, est un hermitien a trace nulle de JIL, ; montrons

que Z, — Z, estun commutateur dans I, , .

Considérons Pisométrie partielle W, = W*W} de P} vers
P, et posons . . .
— ’ ”n
X, =Z,W, +WZW"+Z W,

Y, = Wi+ W/,



ALGEBRES DE VON NEUMANN FINIES CONTINUES 55

Alors,
X, Y, =Z, (W, W) + WIZ (WFW)) + Z, (W/*W})
+ Z, (W, W)+ WiZ, (WFW)) + Z, (W/*W))
=Z,P/+0+0+0+W;Z,W, +Z,P/
=Z, +WiZ,W,
Y, X, =WiZ,W, + WiWHZ W+ Wiz w/*
+W/Z W, + (W/WDHZ,W*+w/zZ W™
=WFZ,W, + 0+ W] (P, Z,P)) W™+ W/ (P/Z,P) W,
+ W Z,WE+ Wz W
=WiZ,W, +0+0+0+ W Z W™+ W/'Z W™
=WiZ, W, +2,
etonabien [X,,Y,]=2,-1Z,.

On notera que les calculs ci-dessus s’interprétent matriciellement
comme suit relativement aux projecteurs Pj,P} et P, et aux iso-
meétries partielles introduites : si

a O 0 0 O
Z,P,=1(0 0 O et ZP/=1(0 b 0
0 0 0 0 O
alors
0 0 0 0 O\ fa O O\ /O O 1
X, = 0)+ 1 0 0ffO O O)J{O0O O O
0 0 0 0 0/ \0 0O 0/ 0 0 O
0O 0 0\ /0O O O 0 a 0
+<0 b 0][(0 O 1|=1{(0 0O a+b
0 0 00 0 0 O 0 0 0
0 0
Y, =
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a 0 0 0 0 0
et X,Y,—Y,X,=[0 a+b O0|—[0 a 0
0 0 0 0 a+bd
a 0
=10 0
0 0 —(@+b»b)

On recommence alors: soient P, et P, deux projecteurs
orthogonaux équivalents de JIC,, de somme P, et commutant
a Z,. Soient W, €N,  une isométrie partielle de P, vers P,

et de méme W, de P, vers P;. On pose :
Z, = W,Z, Wy + WYZ,Wy*

qui est évidemment un hermitien a trace nulle dans N5 et on construit
comme ci-dessus X, et Y, dans 9T, ; avec [X,,Y,]=27Z,-Z,.
On obtient pas a pas des suites (X,),ens (Y)uen €t (Z,),en de
T satisfaisant :

Zn Eo’]z'n ; Xn ’ Yn emn,rﬁl ’

T(Zn) =0 5 [Xn,Yn] = Zn - Zn+1 .

Notons d’une part que la suite (l|Z,l),en Dn’est pas nécessai-
rement bornée et, d’autre part, que les projecteurs P;, P}, P, P} ...
ne sont pas uniquement définis par les conditions qui précédent.
Nous allons maintenant préciser leur choix grace au lemme ci-dessous
qui utilise les notions introduites au § 1. Si Z=Z*€J,, on
notera p; le réarrangement décroissant de Z relatif a4 la restric-
tionde 7 a M, ; c’est une fonction définie sur [0, 7(P)].

LEMME 2.2. — Soient Q,R deux projecteurs orthogonaux
de N tels que 7(Q) = 27(R). Soit ZGJIZQ un hermitien a trace
nulle.

Alors, il existe deux projecteurs orthogonaux équivalents Q'
et Q" dans N, de somme Q, commutant @ 1, et une isométrie
partielle W' (resp. W'') de projecteur initial Q' (resp. Q") et de
projecteur final R, tels que S=WZIW™*+W'ZW'* soit un
hermitien a trace nulle vérifiant V(S) < V(Z).
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Preuve. — On peut supposer, sans perte de généralité que
2 1
Q+R =1, dou 7(Q)= -5 et 7(R) = 5 D’aprés 1.4, il existe

un projecteur Q' € M, quicommute d Z et vérifie :

() rQ-Q) = 7

G 218 < o3 (3) 11 pour £€Q(9);

(i) (Z18)> 03 (3) IEIR pour £€(Q-Q) (9).

Posons Q" =Q—Q'. Alors Q', Q" sont des projecteurs ortho-
1
gonaux de OJIL, de somme Q, et de trace -3—, donc équivalents

3 R dans J1t. Il existe alors des isométries partielles W', W' € 01T
telles que :
W'*w' — Q' ; W',*W” — Q”
W,W,* — W"W"* = R,

Posons Z'=W' ZW'™ et Z"=W'ZW" . Alors S=2'+ 27"
est un hermitien a trace nulle, et nous voulons montrer que
V() < V(2).

Remarquons tout d’abord que [lapplication X#+— W XW'*
est un isomorphisme de O, sur ANy qui échange les traces in-
. R _ R _ Q' n
duites, de sorte que p, = Pwr@zayw'* = Pdzq - De méme,

PR, = Pgtjzo"' Comparons pg(0) et p9 <§) Ona:

pR(0) < p5.(0) + p5,.(0) = p%,5/(0) + 02,4 (0)
<pQ 700 + M, (car Q"ZQ" < My).

'y 1 U ' 1
Oor Q'ZQ <o (E)Q' d’aprés ii), d’ou pg,ZQ,(O) < p? (E) et,
finalement : 1
pRO <03 (5) + My (1)
1

Comparons maintenant pg (5) et P(z) (%) A cet effet, posons

pour tout §E€R($) de norme 1: & =W?*g £ =W' ¢ Ona
g =1, £€Q(¢) et (ZEI1E)=>m,. Comme || =1 et

£€Q"(g), ona (ZE"E") > p2 (%) en vertu de if). Alors, il vient :
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(SEIE) = (W ZW'™ELE) + (W'ZW'"™*E[E)

! n n 1
= @EIE) + @E1E) > my + 08 (3)
d’otr finalement :

1 1
R{1) = — Q (-
P (3) = Inf (SEID. EER@). NEN=11>m, + 03 (3). @)
Les inégalités (1) et (2) impliquent a leur tour :
1 1y 1
VS) = o2 - o8 (5) <8 (3) + Mz - 03 (5) —me
soit V(S) < V(Z), ce qui achéve de prouver le lemme. Q.E.D.

Revenons a la construction précédant le lemme 2.2. En choi-
sissant les suites (P,),cy et (P,) oy conformément 2 ce lemme,
on peut maintenant supposer que la suite (V(Z,)),cn est bornée
par V(Z,). La suite (IIZ,ll),ey est alors bornée par 2||Z,]| en
vertu de la remarque 1.3.4, et les constructions opérées impliquent
que [IX,I<6IZ,]l et Y, <2 pour tout nEN. Les termes
de la suite (X,;)en sont dans des réduites de T par les projec-
teurs deux a deux orthogonaux de la suite (P,, + P,;.,);en; comme

00

ils sont uniformément bornés, la séric Y. X, converge commu-
k=1
tativement pour la topologie forte vers un élément de norme uni-

forme égale a Sup IX,; |l < 6 IZ,ll. On peut donc poser
k

N
x

s EM:
Ds T

-
x
i

[

Alors,on a :

Zl = 2 (Zn - Zn+l) = [Xpair’Y ] + [Ximp ,Y

pair imp]

avec (1 Xpuicll s 1 Ximpll S 61Z, 11 et NYpuill, 1Y mpll < 2. Nous
avons donc montré le résultat fondamental de ce travail qui s’énonce,

compte tenu du lemme 2.1 :

THEOREME 2.3. — Soient O un facteur de type 11, et Z un
élément de NT. Les conditions suivantes sont équivalentes :
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i) 7(2)=0

(ii) Z est somme de 10 commutateurs de la forme [X,Y] avec
XN < 12 1I1Z]] et IYII<2.

Offrons-nous, pour la fin de ce paragraphe, une digression.

Un premier analogue multiplicatif du résultat que nous avons
montré est un théoréme de Broise : tout opérateur unitaire U, de
O est un produit de commutateurs multiplicatifs S, T, S/ T ou
les S; et les T, sont des unitaires de M (G=1,2,...,k). Rap-
pelons sommairement la preuve de Broise. L’analogue du lemme 1.4
permet de supposer qu’il existe un projecteur P, de O avec
U, —-P,UP =1-P, et 7(P)=1/2. Soit (P,),en une suite
comme ci-dessus. Soient P, et P} des projecteurs orthogonaux
équivalents, commutant a U,;, et de somme P,. On définit U,
comme un produit de conjugués ad hoc de UIP'l + I—P'1 et
U,P/+ 1 —P], avec U, — (1 —P,)EN,, et de telle sorte que
UIU;‘ — (1 —-P, —P,) <sinterpréte matriciellement (relativement
a P],P/,P, et des isométries partielles convenables) comme un
commutateur du type

2 0 O\ /1 0 0\*
0 0 01 0
0

—
o

1
0

ab

1 0 0 1 0 0 0 a*

0 »* 0 0 1 1 0 0 Jei,,.
0 a 0 O 1 0 O 0 b O
On définit par induction une suite d’unitaires (U,),ey dans I avec
U, - (1-P,)EN, etde telle sorte que U"U:':,rl -(1-P,-P,.))
soit un commutateur dans le groupe unitaire de orc,,, n+1 Dour tout
n€N. On montre enfin facilement que U,, qui s’écrit comme
le produit infini des U,UJ,,, est un produit de deux commuta-
teurs (ou, comme chez Broise, de quatre commutateurs du type
STST avec S=S8*=S8"1 et T=T*= T°!). En résumé, tout
élément du groupe unitaire de AT est un produit de 4 commuta-
teurs : il n’y a ici aucun probléme de convergence, puisque la norme
de tout unitaire est 1.

o o ©

b
0
0
1
0

- O O
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Un second analogue multiplicatif est le suivant : soient GL(JIC)
le groupe des éléments inversibles de 21t et DGL(J1L) son groupe
dérivé ; soit SL(I) le noyau du déterminant de Fuglede-Kadison A :
GL(a1w) — R¥ (cf. [8], chap. I, § 6,n° 11);ona SL(T) = DGL(10)
et le quotient de SL(01T) par son centre est donc un groupe simple en
vertu de [16] (corollaire 6.6, p. 123). Montrons que SL(91T) C DGL(I)
Pinclusion opposée étant banale. Grace au résultat de Broise et a4 une
réduction facile analogue a celle du lemme 2.1, il suffit de prouver
qu'un élément G, € GL(JY) est un produit de commutateurs mul-
tiplicatifs lorsqu’on suppose que G, est positif, vérifie

A(G,) =expr(LogG)) =1,
et qu’il existe un projecteur P, de dimension 1/2 tel que
G, -P,G,P,=1-P,.

Apportons tout d’abord une précision au lemme 2.2.

LEMME 2.4. — Avec les notations du lemme 2.2, I’élément

T = Log | exp (% W'ZW'*) exp(W"ZW"™) exp (% wzw)|

vérifie V(T) < V(Z).

Preuve. — Reprenons les notations du lemme 2.2. Un calcul
simple montre que 'on a :

exp (% W'ZW'*) =Q+ W exp (% Z) w'*

et exp (% W"ZW"*) =Q t W' exp (% Z) W'
Posons A = W' exp (%

Z) W'* et B=W" exp (l Z) W'*; ona:
T = Log(AB2 A).

2
Minorons tout d’abord my. On a Q"ZQ" > p? (%) Q" de
de sorte que l’exponentielle du membre de gauche, calculée dans

1
My, est supérieure ou égale a exp(pg(g)) Q", ce qui s’écrit

encore Q" expZ Q"' > exp(pg (5)) Q". On en déduit
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AW'(Q" exp(2) Q") W*A > exp(03 (3)) AW/ QW™ A, i
AB2A > exp(pg (—;—)) W exp(Z) W'™.

Comme la fonction logarithme est croissante sur ’ensemble des her-
mitiens positifs et inversibles de ity (cf. [24], prop. 2.5.8, p. 28),
on en déduit :

1
Log AB2A = p%(— )R + Log(W' exp(Z) W'*),
v Z\3

soit T>p(§ (é)R+W'ZW'*.

Alors, mqg = p3 (%) + p&,zw,.(—;)> 3 (%) +my, .

On a donc prouvé
Q _1 +
my = p; (3) mg - M

Majorons maintenant My . A cet effet, remarquons tout d’abord
que 'on a, pour tout réel <€ [0, 1] :

pLogABZA (¢t) = Log N-t(AB2 A),

ou pu, désigne la fonction «t-iéme valeur caractéristique» au sens
de [9]

= Log u,(IBA?)

= Log [u,(AB)]?

= Log [, (BA))* (cf. [9], prop. 1.6)
de sorte que pLOgAB2A(t) = pLogBAzB(t) eic, en particulier,
My =M, a2, De linégalitt Q'ZQ <p$(3)Q', on déduit
par un calcul analogue a celui qui a permis d’établir (1) que :

1
Log BA2B < p2 (E) R+ W'ZW'™
i
s — Q (=
d’ob Mr =My, o0, <63 (5)+ My

On a donc établi 1
M < p3 (g)"' M, . (2)

Les inégalités (1) et (2) entrainent a leur tour : V(T) < V(Z). Q.E.D.
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Soient a4 nouveau G, et P, comme ci-dessus. On compléte
P, en une suite de projecteurs orthogonaux (P,),en , OU chaque
P, est de dimension 27" . Posons Z, = Log G,, puis introduisons
comme dans la preuve du théoréme 2.3 des isométries partielles W’l
et W{, de projecteurs initiaux orthogonaux, de somme P,, et de
projecteur final P, . Posons

1 ’ ’ ! " 1 ! !
G, = exp (5 WIZIWI*) exp(Wy'Z, Wi'™) exP(E W, Z, Wl*)'

Alors G, est un élément positif inversible qui vérifie A(G,) =1 et
V(Log G,) < V(Z,) (cf. lemme 2.4). De plus, G,G;' — (1 —P, —P,)
est un commutateur multiplicatif d’élémentsde IT, , ; celarésulte du
calcul schématisé matriciellement comme suit, ol a@ et b sont res-

1 1
pectivement écrits pour exp (5 LA W'l*) et exp (5 W’I'ZIW'I'*) :

@ 0 0 1 O 0 -1
0 b2 O 0 1 0 =
0 O 0 0 ab3a

0 0 ab 0 a'p! 0 0 b2 0 0 0 1
b2 0 0 0 0 a'p! 0 0 1 ba 0 O
0O 1 0 1 0 0 b'a™* 0 O 0 ba (O

On pose alors Z, = Log G, et on recommence ; on construit
ainsi une suite (G,),eny d’éléments positifs inversibles vérifiant
A(G,) =1, V(LogG,) < V(Z,) ettelsque

G,G;l, -(1-P,-P,,)=X,Y,X.'Y,"

n+1

avec X, ,Y, €M

n,n+l "’

On achéve alors comme pour le groupe unitaire : G, sécrit
comme produit infini des G,G,}, et, comme (IX,),en
(”Y,,N),,GN,(IlX;lll)neN, (HY;III)HEN sont des suites bornées
grice a la condition V(LogG,) <V(Z,), la méthode de Broise
permet d’écrire G, comme un produit de deux commutateurs mul-
tiplicatifs. Nous pouvons donc énoncer :
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PROPOSITION 2.5. — Dans un facteur de type 1I,, tout élé-
ment inversible de déterminant 1 est un produit de commutateurs
multiplicatifs.

Nous remercions G. Elliott et D. Handelmann qui nous ont
suggéré de joindre la proposition 2.5 au présent travail.

Cette digression étant terminée, nous ne considérerons plus
aucun commutateur multiplicatif ci-dessous.

3. Noyau de la trace centrale d’une algébre
de von Neumann finie.

Soit O une algébre de von Neumann finie et notons % son
centre. On désigne par 7 la %-trace canonique de T (cf. [8],
chap. III, § 4, déf. 2). Nous allons démontrer, en utilisant la théorie
usuelle de la réduction, que tout élément de trace centrale nulle est
une somme finie de commutateurs.

Le premier pas consiste 4 se ramener au cas ou MU opére dans
un espace de Hilbert séparable, grace au lemme suivant :

LEMME 3.1. — Supposons que I soit de genre dénombrable.
Soit Z€ M tel que T(Z) = 0. Alors, il existe une sous-algebre
de von Neumann finie O, de U, contenant Z, pouvant agir
dans un espace de Hilbert séparable, et dont la trace centrale T,
vérifie encore 1,(Z) = 0.

Preuve. — Pour tout n€ N, il existe (cf. [8], chap. III, § 5,
corollaire du théoré¢me 1) un ensemble fini I, d’indices, et, pour
tout i€1,, un réel positif A;, et un unitaire U, , ENT tels que:

1

YN, =150Y )\,.,,,U,.,,,ZUZ,,|I<;-

e i,n
i€l, i€l

(1
n

Soit O, Ialgebre de von Neumann engendrée par Z et les U, ,
(i€l,, n€N). Cest une sous-algtbre de von Neumann de IIT;
elle est donc finie et son centre est a fortiori de genre dénombrable.
Comme 1T, est engendrée par une famille dénombrable d’éléments,
il résulte de [8] (chap. I, § 7, ex. 3) qu’elle peut agir dans un espace
de Hilbert séparable. Montrons que 7,(Z) =0 ou 7, désigne la
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trace centrale de 1T, . Les relations (1) et la définition de JIT,
impliquent que O appartient a la fermeture normique de I’enve-
loppe convexe des UZU*, ou U parcourt le groupe des unitaires
de JIL, ; d’autre part, O est un élément central de T, ; d’aprés
[8] (chap.III, § 5, corollaire du théoréme 1), on a nécessairement
7,(Z) = 0. Q.E.D.

On pourrait, dans le lemme ci-dessus, imposer a T, d’étre
continue. En effet, soit E le plus grand projecteur discret du centre
de O, ; il existe une suite (E,),eny de projecteurs abéliens non
nuls de ANT,, deux a deux orthogonaux, et de somme E. Pour
tout n€N, il existe deux projecteurs orthogonaux E, et E. de
somme E, et une isométrie partielle W, €L, de support initial
E, et de support final E, . Alors, lalgébre de von Neumann en-
gendrée par O, et les W, (n€N) vérifie les mémes propriétés
que JIT, et est continue. Nous n’aurons pas besoin de cette remarque
dans la suite.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme
principal de ce travail :

THEOREME 3.2. — Soient O une algebre de von Neumann
finie, % son centre et T sa %-trace canonique. Soit ZENT . Les
conditions suivantes sont équivalentes :

() 7(2) =0,

(i) Z est somme de 10 commutateurs de la forme [X,Y] avec
IXI<12I1Z]] et JIYII<12.

Preuve. — 11 est clair que (ii) = (i). Prouvons que (i) === (ii).
Quitte a décomposer IT en produit d’algébres de von Neumann
finies de genre dénombrable (cf. [8], chap. I, § 6, prop. 9 (iii)) et
a appliquer le lemme 3.1, on peut supposer que INT opére dans un
espace de Hilbert § séparable. D’aprés [8] (chap. II, § 6, corollaire
du théoréme 2) on peut enfin supposer qu’il existe un espace 2
métrisable compact, une mesure positive u sur 2, de support £2,
un champ u-mesurable w H—§(w) d’espaces hilbertiens non
nuls sur £ et un champ p-mesurable w > JY(w) de facteurs
dansles §(w) tels que :
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$ ﬁ&mmww

M = j: M (w) du(w) .

Alors, % est Palgébre des opérateurs diagonalisables. Comme T
est finie, on peut supposer que NU(w) est un facteur fini pour tout
w €2, dont on notera 7., la trace canonique.

Décrivons 7 au moyen des 7. Tout d’abord, w+— 17,
est un champ mesurable de traces car, si ¢ est une trace normale

finie fidéle sur ¢, elle admet (cf. [8], chap. II, § 5, théoréme 2)

une décomposition mesurable ¢ = j: ¢, du(w) avec ¢, #0
1

pour presque tout wWE, etona: 7 ¥, bour presque

. © g1
tout wWEQ. Pour Z = L Z(w) du(w) €N, 7(Z) est alors la

fonction mesurable w V> 7 (Z(w)) (cf. [8], chap. III, § 4, exer-
cice 4).

D
Soit Z = j‘; Z(w) dpu(w) ENT  un élément de norme <1

tel que 7(Z) = 0, et montrons que Z est une somme finie de com-
mutateurs de la forme [X,Y] avec |IXIl, IY]l<12. Pour tout
p=1,2,...,8,, la partie Qp ={weN,dim$(w) =p} est
u-mesurable (cf. [8], chap II, § 1, prop. 3).

@

Soit P, = fnp du@)EF: on @ M= @ I,
et on peut supposer, comme d’habitude, que w > §(w) est le
champ constant correspondant a un espace de Hilbert &, séparable.
D’aprés [8] (chap. II, § 3, lemme 1) il existe des applications u-
mesurables w V> T;(w) (i=1,2,...) de £ dans la boule unité
de £($,) munie de la topologie forte telles que, pour tout w €§2,
les T;(w) engendrent JM'(w). D’aprés un théoréme d’Egoroff,
Iespace £2 est, 3 un ensemble négligeable prés, réunion d’une suite
de parties compactes Q,. telles que les restrictions a chaque £2; des
applications w = T,(w) soient continues. On peut donc supposer
qu’il existe des applications continues w F> T;(w) (i=1,2,...)
de $§2 dans la boule unité¢ de £($,) munie de la topologie forte
telles que, pour tout w €&, les T,(w) engendrent M'(w). De
maniére analogue, on peut également supposer que w > Z(w)
est continue pour la topologie forte de £($,) -
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Posons B={XELWY, , IXlII<I12}
et C=0QxXBX...X0@B.
20 termes

Munissons @3 de la topologie forte et & de la topologie produit ;
alors @ est un espace polonais.

Nous sommes maintenant en mesure d’utiliser un théoréme de
sélection mesurable pour conclure. Soit & l’ensemble des éléments
(w,X,,Y,,X,,Y,,..., X0, Y0) € € qui vérifient :

@ X;Tj(w) = Tj(w) X; et Y;Tj(w) =Tj(w)Y; pour jEN
et i=1,2,...,10;
10
(i) Z(w) = Z [X;,Y;].
i=1
Les conditions (i) et (ii) définissent des sous-ensembles fermés de @,
donc & est borélien. Comme 7(Z) = 0, il existe un sous-ensemble
u-négligeable N de Q2 tel que 7,(Z(w)) =0 pour w&€N —N.
D’apres le théoréme 2.3 si IMT(w) est de type II, et le lemme 2.3
de [22] si IMUw) est de type I, Z(w) est somme de 10 commuta-
teurs de la forme [X, Y] avec |IXI,|Y]| <12, pour wE —N.
Donc, pour w € §2 — N, I’ensemble des 20-uples

XY, X, Y, 0, X0, Yo
telsque (w,X,,Y,,X;,Y,,..., X0, Y,0) €& est non vide.

D’aprés un théoréme de sélection mesurable (cf. [8], appendice V)
il existe une application u-mesurable

w > (X (W), Y (w), X;(w), Yy () ,..., X (W), Y p(w))
définie sur une partie u-mesurable A de £2, contenant £ — N,
telle que
(w, X (W), Y, (), X;(w), Y,(w),..., X;p(w), Y h(w) €EE

pour w&A. Posons X;(w) =0 (resp. Y;(w)=0) pour

® [::]
WEQ —A. Alors X, = fn X, (w) du(w) et Y, = fn Y, (w) du(w)
10

sont des éléments de T, et on a clairement Z = ) [X,,Y,] avec
X 1Yl < 12, = QE.D.
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4. Corollaires.

Le théor¢me 3.2 s’écrit plus brievement sI(O1C) = Ker7. Si
M est un facteur, toute application linéaire o : N —> C vérifiant
0(XY) = 0(YX) pour tous X, YEIN est donc égale & o(l)7;
en particulier, o est continue. Plus généralement, on a :

COROLLAIRE 4.1. — Soient U une algebre de von Neumann
et % son centre. Soit 0 : N—> % une application linéaire vérifiant :

(i) oXY) = 0(YX) pourtout X,Y EN,
(ii) a(Z2) Z pour tout Z€ %.

Alors, @ est nécessairement ultrafaiblement et ultrafortement
continue.

Preuve. — D’aprés [8] (chap. III, § 8, corollaire 3), JIT est
nécessairement finie. Soit 7 sa trace centrale. Alors o, 7: L — 3
sont des applications linéaires vérifiant Ker7 C Kero. Comme 7
est surjective, il existe une application linéaire 6 : 3§ —> % telle
que 0=60o7. Pour ZEY, on a Z=0(Z)=0(r(2)) =6(2),
d’ou o = 7. Il s’ensuit que o est ultrafaiblement et ultrafortement
continue. Q.E.D.

Il v a donc continuité automatique des applications linéaires
0 : L —> % vérifiant (i) et (ii) pour toute algébre de von Neumann
AT ; on pourrait ajouter ce résultat i la liste du § 11 dans le récent
panorama de Dales [5].

Citons deux conséquences quant aux maniéres d’écrire I’élément
générique d’une algébre de von Neumann finie continue

COROLLAIRE 4.2. — Soit MU une algébre de type 11,
(i) Tout élément de trace centrale nulle de U peut s’écrire
comme somme finie d’opérateurs de carrés nuls ;

(ii) Tout élément de I peut s’écrire comme combinaison
linéaire (finie), a coefficients dans le centre de N, de
projecteurs P, telsque P, ~1—P;.

Preuve. — Voir [22] (théoréme 3, p. 76). Si AN est un fac-
teur, la seconde partie du corollaire répond alors par Paffirmative
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a la derniére question du § 3 de [21] (quand T n’est pas un fac-
teur, la réponse est toujours négative d’aprés [22], p. 78, remarque
finale n° 4).

Notons gI(OMT) Tlalgébre de Lie complexe définie par 1'algébre
associative T ; d’aprés 3.2, g/(Q1X) est produit direct de son centre
% avec lalgebre dérivée sI(NT). Quelles sont les dérivations de
gl(M) et sl(V) ?

COROLLAIRE 4.3.

(i) Toute dérivation de sI(QQYC) est intérieure (et en particulier
continue relativement a toute topologie raisonnable) ;

(ii) Toute dérivation de gl(INV) est de la forme
X+ [D,X] + 8(7(X))

avec DENL, 0 étant un endomorphisme de % et T la
%-trace canonique de JNT.

Cela résulte immédiatement de [18] et du théoréme 3.2.

La premiére partie de ce corollaire est de méme valable pour la
forme réelle su (M) de si(NY) définie par su (M) = [u (M), u Q)]
ot u(0) désigne 'algébre de Lie réelle : {XEgl(N), X* = — X}.

Quels sont les isomorphismes des algébres de Lie introduites ?
D’aprés [19] (théoréme 3, p. 1267) on sait que, si N et I sont
deux algébres de von Neumann de type II, etsi ¢: sI(QIT) —> sI(9T)
est un *-isomorphismé de Lie il existe un projecteur central E de
AT ([resp. F de 9], un *-isomorphisme o: Ny —> I( et un
*-anti-isomorphisme o': M, _g —> I _p tels que ¢ — o' pro-
longe ¢. On en déduit, en utilisant le théoréme 3.2 et le corol-
laire p. 1267 de [19] :

COROLLAIRE 4.4, — Pour tout *-isomorphisme de Lie
¢ : glOR) — gl(9),
il existe un projecteur central E de Nt (resp. F de 9C), un
*-isomorphisme 0 : My —> Iy, un *-anti-isomorphisme
oM, — N, ¢
et une application *-linéaire 0 du centre % de 0L dans le centre
%, de I telsque: ¢ =0—0'+0or7.
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Les énoncés pour su et u sont laissés au lecteur.

Soient g une algébre de Lie involutive complexe et Aut(g)
le groupe des *-automorphismes de g. Une forme réelle de g est une
algébre de Lie involutive réelle dont la complexifiée est *-isomorphe
a g. A tout élément o € Aut(g) de période deux, on peut associer
la forme réelle {X€g|a(—X*) =X} de g, ce qui établit une
bijection entre les classes de conjugaison d’éléments de période deux
dans Aut(g) et les classes d’isomorphisme de formes réelles de g.
Soit en particulier g = gI/(01) avec I un facteur de type II, .
Il résulte du corollaire 4.4 que, pour classer les formes réelles de g,
il suffit de classer a conjugaison prés d’abord les *-automorphismes
de période deux de I puis les *-antiautomorphismes de période
deux de M. Lorsque AT est hyperfini, la solution du premier pro-
bléeme est due a Connes [4]; le second a été résolu indépendamment
par T. Giordano et V. Jones d’une part, par E. Stormer d’autre part
(en cours de publication). On obtient en fin de compte le résultat
suivant.

COROLLAIRE 4.5. — Soient 0N le facteur hyperfini de type II,
et r=s@®R une forme réelle de gl(M). Alors s est *-isomorphe
a l'une des algébres de la liste suivante :

() su@;d,1—d)={XEsIOW) | (1 -2P)X*(1-2P)+ X =0}
ou P est un projecteur de dimension d € [0,1/2] de N ;

(i) & = {XEsIOM) |a(X*) + X =0} ou o est lunique
(a conjugaison prés) *-automorphisme extérieur de période
deux de N ;

(i) 5" = {XEsIM) | BX*) =X =0} ou B est l'unique (d
conjugaison preés) *-antiautomorphisme de période deux
de JIT.

Si 9 est un facteur de type II,, JIT est simple en tant
qu’algébre associative (voir [8], chap. III, § 5, n° 2) donc sI(IN)
est une algébre de Lie complexe simple (cf. [14], théoréme 1.3) et
su(N) est une algébre de Lie réelle simple [ce dernier point résulte
banalement de la simplicité¢ de sI(NC) =~ su(dM) ®z C car AT est
une C-algébre associative ; il n’y a donc pas besoin ici du théoréme
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2.15 de [14] qui s’applique a (presque) tout anneau, mais dont la
preuve est fastidieuse]. Dans ce cas, la partie (i) du corollaire 4.3
est bien connue, et le corollaire 4.4 (dont I’énoncé se simplifie)
reste valable pour les isomorphismes de Lie ne satisfaisant pas néces-
sairement ¢(X)* = ¢(X™) (cf. [13] et [25], corollaire 4.1.21).

Le corollaire suivant est connu (cf. [15] et [28], p. 348 ; voir
aussi [17]).

COROLLAIRE 4.6. — Soit W un facteur fini continu. Soit G
son groupe unitaire, ou son groupe général linéaire ou le groupe
dérivé de celui-cii Soit p la représentation adjointe de G dans
sl(O) définie par p(g) (X) =gXg™!.

Alors, p est algébriguement irréductible.

Preuve. — Soit V un sous-espace vectoriel de s/(JT) tel que
gXg '€V pour tout g€EG et tout XEV. Soit E un projec-
teurde T ; pourtout A€C, [A|=1, ona

(1-E+AE)X(1-E+ AE)*eV;
ces relations, pour A =1,—1,i et —i, impliquent que [X,E]€ V.
Comme tout Y €5/(JT) est une combinaison linéaire finie de pro-

jecteurs, on a [X,Y]E€V pour tout Y EsI(IMT), et V est un idéal
de sl(O10). Parsuite, V = {0} ou V =sI(JN0). Q.E.D.

En termes plus pédants, le théoréme 2.3 et le corollaire 4.3
s’écrivent respectivement
H'(gl(),C)~C
et H' (gl() , gl(n)) ~C

pour tout facteur 01T de type II, . Il est alors naturel de se demander
si d’autres espaces de cohomologie peuvent se calculer avec des tech-
niques du méme type. Par exemple, I’espace H? (g/(017), C) est-il nul ?
(C’est vrai pour les facteurs de dimension finie et pour toutes les
algébres de von Neumann proprement infinies d’aprés [12]).

Dans un méme ordre d’idées, il serait intéressant de connaitre
les sous-G-modules de A2 s/(01L) pour G comme au corollaire 4.6
(si MM =M,(C), on sait que A? 5I(T) est somme de 3 sous-modules
irréductibles).
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Pour le second probléme mentionné dans lintroduction, on
conjecture que tout Z € SsI(I) est un commutateur. Peut-étre les
questions suivantes, moins ambitieuses, offriraient une voie de départ :

1) Supposons que Z EsI(JT) soit normal et engendre une
sous-algébre de von Neumann abélienne maximale réguliére dans
M au sens de [7] ; est-ce que Z est un commutateur ?

2) Supposons que U soit engendré par la représentation ré-
guliere gauche g+ U, du groupe libre a4 deux générateurs Z * Z.
Soit g€Z *Z — {1}. L’unitaire U, est-il un commutateur ?
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