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SUR LA TOTALITÉ
DES SUITES D'EXPONENTIELLES IMAGINAIRES

par Jean-Pierre KAHANE.

Cet article rectifie un énoncé antérieur erroné ([l], p. 56-57,
théorèmes 4 et 5), et infirme une hypothèse de M. Laurent
Schwartz relative au « rayon de totalité » d'une suite d'expo-
nentielles imaginaires ([2], p. 130).

Étant donné une suite réelle ^j, on note L|X^, et on
appelle moyenne-période associée à |^, ou diamètre de tota-
lité de la suite ^e1^, la borne supérieure des longueurs des
intervalles 1 tels que je^j forme un système total dans C(I)
(espace des fonctions continues sur I, muni de la topologie
de la convergence uniforme); on peut (sans changer L | X ^ j )
remplacer dans cette définition C(I) par d'autres espaces de
fonctions définies sur 1 (p. ex. L^I), 3)(I), ®'(I)? respective-
ment espaces des fonctions de carré sommable, des fonctions
indéfiniment dérivables, des distributions, à supports dans I,
avec les topologies classiques). L|X^ est également la
borne intérieure des longueurs des intervalles 1 tels que

4
(e^j soit un système libre dans C(I), et -^- L|X^ est la borne2i
inférieure des types des fonctions entières de type exponentiel,
bornées sur l'axe réel, s'annulant sur ^\n} et^O.

L'hypothèse de M. L. Schwartz est que, si i\^i (n == - • • —2,
—1, 1, 2, ...) est une suite symétrique (X_^ = = — X ^ ) de
densité D ( D = = = l i m ^ — ) on a L|X^ = 2iTD. Or, nous allons

\ n->oo Àyi/

montrer qu^on peut avoir D = 0 et LjX^ == oo.
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Construction d'une suite symétrique de densité nulle {\}, telle
telle que ^^j forme un système total sur tout segment.

Nous allons construire ^\^ de façon que |les deux propo-
sitions suivantes soient incompatibles : a) F((^) [est une fonc-
tion entière de type exponentiel, bornée sur l'axe réel, =f=. 0.
b) F(w) s'annule sur |̂ . Nous jutiliserons le fait suivant,
qui résulte facilement de la formule de Carleman (cf. p. ex.
[3] p. 26) : si F(w) satisfait a)

(1) f^og^Fi—u^u^du

tend vers une limite finie quand R ->- oo.
Soit ^k} une suite positive croissante, |^j une suite

d'entiers naturels croissants {k == 1, 2, ...), tels que
^ = £^/c = o(a^)

(ici comme dans la suite, la notation o est relative à la condi-
tion /c-^oo). Nous prendrons pour ^j la suite des ±: u^,
où chaque ± u^ est compté v^ fois. Si F(w) satisfaisait a) et 6),
il en serait de même de l'une au moins des fonctions
F(w) + F(—w) et ^"TÇw); donc, moyennant un change-
ment de fonction trivial, on peut supposer

^V.-rr/. ^F M - n i - ^ r ' n i^/ . \ ^
Quel que soit k, on a

-^r^<n(î )n(î^PF^X^^ •^^^^ ' i -^
et le second membre, pour B assez grand (indépendant de k),
est inférieur à e®1"'1 (cf. p. ex. [4], p. 57). Ainsi

log|F(a, + ()| < Bl;.., + t + ̂ logi2^^
ix!

1 / 9'R\
Posons tk =-ï)V-k exp ( —— ) == o(a^) (/c-^ oo). Si 0 < ( < ^,
^ Q " \ ^7on a

v.log2î^^=vAg^+o(l))<-a,(2B+

'logIF^ + (iK—i^B + o(l))

f t ' ;log|F(^+t)|(^+()-2^<-(B+o(l)^expf-2BY
•/ o \ ^ / \ il, /
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La dernière inégalité montre que, par un choix convenable
des £fc (par exemple, £^ == (log log A*)""1), on a

f^log-\F(u)\ u-'du = — oo.

D'après la condition a), log4' [F(u)[ est borné, donc (1) tend
vers — oo quand R-^ oo, et l'existence de F conduit à une
contradiction.

On peut choisir |(JL^ assez rapidement croissante pour que
fc

|X^ soit de densité nulle, c'est-à-dire Sv^==o(p^)$ il suffit,
i

par exemple, de prendre (JL^ == V. Alors (XJ a pour densité
zéro, et L|Àn| = oo.

La suite |\»j construite est une suite de points multiples.
Quitte à remplacer ± (JL^, compté v^ fois, par v^ points distincts
assez voisins de -t (JL^, on peut construire une suite ÎXJ

Strictement croissante, de densité nulle, avec LÎÀJ = oo.
L'exemple construit laisse sans réponse l'hypothèse de

Schwartz, restreinte aux suites (X^ régulières (c'est-à-dire
^ n + i — ^ n > ^ > 0 ) $ en particulier, aux suites |X^ d'entiers
distincts.

L'erreur commise en [l], p. 56-57, tient à une transcription
incorrecte du théorème 2, p. 96.
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