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SUR LA COHOMOLOGIE DE L’ALGEBRE DE LIE
DES CHAMPS DE VECTEURS
DE CONTACT FORMELS

par Claude ROGER

Le but de cet article est de montrer que la cohomologie de I’al-
geébre de Lie des champs de vecteurs de contact formels est de di-
mension finie en tout degré, et nulle au dela d’un certain degré.

Introduction.

Les algeébres de Lie infinies transitives et primitives ont été
classifiées [6], [11]: elles comprennent les algébres irréductibles
(dont celles de tous les champs formels et celles des champs sym-
plectiques) et les algébres des champs de contact. Le probléme se
pose d’étudier la cohomologie de ces algébres infinies (cf. [2]) et en
particulier de montrer la finitude de ces cohomologies : c’est le cas
pour celle de tous les champs formels [3], [5] alors que le probléme
reste ouvert dans le cas symplectique [12], [14]. Il existe un critére
général pour établir la finitude [4], [10] qui ne s’applique qu’a
certaines algébres irréductibles. Nous montrons dans cet article la
finitude de la cohomologie de I’algébre des champs de contact en
généralisant certaines techniques de [10], [5]. Rappelons que la
nullit¢ du H! de lalgebre de Lie des champs de vecteurs de
contact sur une variété de contact a été établie par Rozenfeld [13].
Lichnerowicz [9] a considéré le cas des coefficients non triviaux pour
étudier les dérivations et déformations de ces algébres de Lie.
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Généralités sur les champs de contact formels et notations.
Pour plus de détails sur les structures de contact, le lecteur est
renvoyé a [7] p. 28, [1].

Soit A =R[[xy,x;,X;]li=y,2,.,,» lalgebre des séries for-
melles a 2n+ 1 indéterminées. L’algébre des champs de vecteurs
formels sur R?"*! sera notée QA (2n + 1).

Un champ X€d(2n + 1) s’écrit alors :
0 n 0 < 0
X=Xy, —+ X, —+ X, —
° ax, ,-; ( P ax, ! ax,.)
avec X; et X, dans A. On a une forme de contact canonique sur

n
R2"*1 = dx, + Z x;dx;. Elle vérifie : w,(dw)" partout non
nulle. i=1

DEFINITION. — Un champ formel X € Q(2n+ 1) est de contact
s’il existe a € A telque Lyw +aw =0.

Il est facile de vérifier que les champs de contact forment une
sous algébre de Lie de @(2n+ 1) notée @(xn). On a un isomor-
phisme d’espaces vectoriels : & : @(n) — A

B(X) =i(X). w =X, + ‘Z x,; X,

n ou 0 n ou ou 9
d-! = -y x, —) —+ ;T — ) —
(u) = (u P ax,.) A (= ox, ax,.> ox,
n 9 0
+ z _uT
X, 0X;

On peut transporter sur A la structure d’algébre de Lie de
@(n), ce qui définit le crochet de Legendre :

i ou ) au n v

- % x 2
axo ’ i§=:‘l b ox;

o0} = 2 (u—

0x, i i ox;,

n ou ov ou ov
Y (o= =)

dx; dx;,  0x; Ox;

® devient un isomorphisme d’algébres de Lie topologiques, pour
la topologie m-adique définie par les puissances successives de

'idéal maximal. Par conséquent, pour étudier H*(&(n)), on peut
considérer la cohomologie de A munie du crochet de Legendre.
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Tous ces résultats sont classiques : voir [7].

Enoncé des résultats.

Soit C*(A) Tlalgébre des cochaines continues sur A & coef-
ficients triviaux. C*(A) est une A-algébre différentielle graduée
(cf. [8]): A opére naturellement sur C*(A) par le produit in-
térieur i(u): C¥(A) — C*-1(A). Et on en déduit une action in-
finitésimale 6 (u) : C¥(A) — C¥(A).

Pour tout u€ A, 0(u) =do i(u) *+ i(u)od. 6(u) commute
aux différentielles et est compatible avec le produit des cochaines :

0(u)- (fy afy) =0 - fi nfot fia0)-f,.

Pour f€C*(A), ona:
k

O(u). fluy,...,u,) = 2 —fQuy, .o {u,u}, .o u),

i=1
f est dite de poids p parrapporta u si 0(u). f = pf.
Pour p # 0, C:(A)CC*(A) est le sous complexe des co-

chaines de poids p par rapport a u. Il est acyclique : soit en effet
fEC*(A) vérifiant 0(u). f= pf et df =0, alors :

pf = i(u).df + d(i(u)f), dou f= d(l(u) f)

C*(A) a donc méme cohomologie que le sous complexe des
cochaines de poids 0 (cf. [5], [10]).

Nous allons essayer d’itérer ce procédé :

Considéronsles n + 1 champs de &(n):

H zn: H 9 7 2 =1
=X =X, T — X, — 1= P ()
0 0 i i i ) 5
a Four] X, ox; 0x;
auxquels correspondent les séries
nﬁ —_— ——
u0=x0+2‘xix,. u;=—x;x; i=1,...,n.

i=1
C*(A) sera le complexe des cochaines de poids O par rapport aux
Ug, Upseno, Uy .
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PROPOSITION. — C5(A) a méme cohomologie que C*(A).

On en déduira le

THEOREME. — H¥(C(n)) est de dimension finie pour tout k
et réduit d 0 pour k assez grand.

Démonstration des résultats.

Démonstration de la proposition. — Soit C:',‘,,(A) I’ensemble
des cochaines de poids O par rapport a u,, u,,...,u; pour i va-
riant de 0 a »n. Nous savons d’aprés ce qui précéde que C;‘, o (A)
a méme cohomologie que C*(A). Nous allons montrer que pour
tout i, C, (A) et Cj,,,(A) ont méme cohomologie.

Soit donc f€ C'é,,.(A) de poids p # 0 par rapport & u;,, et
vérifiant df = 0. Nous allons montrer qu’il existe gEC’g;‘(A)
telle que dg = f, ce qui impliquera bien le résultat cherché.

Nous avons vu que d(i(u,.ﬂ)- §)=f; il suffit donc de
vérifier que i(u;,,). f est bien dans C'g;l(A).
Soit 0<m <i, il faut montrer que 6(u,,).i(¥;,).f=0.

0(u,,) . i(Upy) . fEys ey &)
k

= —i(u,-ﬂ).f(Ep---,{u,,,,E,-},---,Ek_l)
7

i=1

k
=Z _‘f(ui+1’£1’-'-a{um’sj}’-usgk_]);

=1

~.

d’onr
0(up). i(Upy) . FEys. s 8y) = 0(uy,) Uy 85 ey Ey)
+ f{tpys thisy 3 6155 i)
Un calcul immédiat montre que {u,, uj} = 0; donc comme

8(u,).f=0 car fEC (A), on abien 0(u,,).i(u,,).f=0 et
i(u,). F€ Cﬁ;l(A) ce qui achéve la démonstration de la proposition.

Démonstration du théoréme. — Nous allons établir que le
complexe C:(A) est de dimension finie en chaque degré et réduit
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a 0 sile degré est assez grand, ce qui compte tenu de la proposition
impliquera bien le théoréme. On notera P, (f) le poids d’une co-
chaine f€ C*(A) parrapporta u € A.

L’anneau des séries formelles A se décompose en un produit
direct d’espaces de dimension 1 :

A=1TA

p,al,....q™ L,

p,al,...,q%
L’algébre des cochaines se décompose donc

n . .
étant engendré par le mondéme x5 nl x}'l—fi"-
1=
Ca) =AM =@ (A A* L)
j=1 &,q ..... q.,q..Jf

la somme directe étant indexée par I’ensemble des suites 3 k éléments
de 2n+ l-uplets S; = (p], seeis lf',rl.‘,..., ™, i=1,...,k,
distincts deux a deux.

) *
Soit f€E€ Ap’ql’“.’q",rl,...,’n
n
=5+ % 1)
i=1
Pu,'(f): ri_qi'

Soit fSi eCc*A); compte tenu de la multiplicativité des 6(u;),
les poids s’additionnent et on obtient

k n
Pl == 2 (ni+ 5 )+

; un calcul immédiat montre que

i=1
k . s
P, (fy) = % 0f ).

Par conséquent, une base de C'g(A) est constituée par I’en-
semble des suites a k éléments [S;];.; . de (2n+ 1)-uplets
= (p;, q,.l e @f T, 1) d’entiers positifs ou nuls, vérifiant

<a>i( )=

\..‘L

j=1 i=1
K k

(; 2 =y q i=1,...,n
j=1 j=1

et j#j' implique S; # S
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Pour établir le théoréme, il suffit donc de montrer que le sys-
teme (a), (b);-y,...,n

(1) n’a qu’un nombre fini de solutions pour % fini

(2) n’en a aucune dés que k est assez grand.

(1) est trivial, car les p;, q,‘f , rl." sont nécessairement bornés par k
et on ne peut donc trouver qu'un nombre fini de suites répondant

a la question.
Pour établir (2), considérons une suite S = [S;],_, . véri-
fiant le systéme.

Pour tout (»n+ 1)-uplet (a,b',...,b") d’entiers positifs ou
nuls, posons : I(a,b’) ={j=1,....k/p, =a, rl' =bl,i=1,..,n}
(éventuellement I(a, ) = @) et n(a, b') = Card (I(a, b")).

On a évidemment Y n(a, b)) =k (a) et on déduit de (a):
n
z(a + Y bi) n(a,b’) =k (B) les sommations étant faites sur

i=1

tous les (n + 1)-uplets.
n
(6) peutsécrire k= ¥ n(a,b) + ¥ (a+ Y b)na, b))
p>

Finalement,
k=n0,...,00+ Y n(a,b)+ ¥ n(a,bd)
n
a+ f: bi=l a+ p bi‘>1
i=1 i=1
<2n(0,...,00 + Y n(a,d) ).
a+£} bi=1
i=1
Dans le membre de gauche apparaissent »n + 3 termes du type
n(a, b’). Nous allons majorer les n(a, b’) par une fonction de
k croissant moins vite que lidentité, ce qui donnera lieu a une
contradiction pour k assez grand.

Cas ou n =1: On considére donc des suites de triples
@, 95 =12, -

Ces triplets doivent étre deux a deux distincts, donc quand
j varie dans I(a, b), les gq; prennent n(a, b) valeurs distinctes
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n(a, b)[n(a,bdb)—1]

et donc ) ¢q;= ; d’olt pour tout couple
j€I(a,b) 2
, b ,b)—1
(a.b): n(a )(nz(a ) )<k.
1+ 1+ 8k
Soit n(a, b) < —-—-2— ; () donne

k<2n(0,0)+ n0,1)+n(1,00)<2(1 ++/1F 8k ;
k<2(1 ++/1+ 8k) n’est possible que si k¥ < 36.

Nous avons donc finalement montré que H¥(G(1)) =0 si
k> 36.

Cas ou n est quelconque :

Nous allons utiliser la méme idée que pour n =1. Quand j

varie dans I(a, b’), les n-uplets o; =(q,.‘,...,qlf') sont néces-

sairement deux a deux distincts. On peut en déduire une estimation

de o(n(a,b)) = 2 (i q;)

j€l(a, bl) i=1
Appelons S;' I’ensemble des suites de » entiers positifs ou

n
nuls (a,,...,a,) vérifiant ), a, = p et soit A: le cardinalde Sj .
i=1

Posons f(p)=A;+A’l' +...+A:
g(p) = Al + 2A;l + ... +pA:,
alorssi n(a, b') = f(p), o(n(a, b)) =g(p).

Comme o(n(a,b’)) <k d’aprés (a) et (b'), ona k=g(p).
Supposons g(p) < k < g(p + 1) ; alors pour tout

(a,b), n(a,b) < f(p+1).

Donc d’aprés (),

gp)<k<(n+3)supn(a,b)<(n+3)f(p+1).

Un calcul par récurrence montre que A: est une fonction
croissant comme p"*!. Donc f(p) et g(p) croissent a Iinfini
comme p" et p"*! respectivement ; par conséquent, I'inégalité
g(p) < (n+ 3) f(p + 1) ne peut avoir lieu dés que p est supérieur

a une certaine valeur p, ; alors dés que k = g(p,), Cg (A) et donc
H*(&(n)) sont réduitsa 0.
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Remarque finale. — Des formules sommatoires explicites pour
les fonctions f et g nous donneraient une estimation en fonction
de n du degré au dela duquel H*(@(n)) s’annule. D’autre part,
il est possible qu’un virtuose de la programmation puisse calculer
explicitement la cohomologie, a partir de I’algorithme donné ici.

Addendum. — Dimitri B. Fuks m’a informé (Mai 1980) qu’il
a obtenu des résultats analogues et en particulier calculé explicite-
ment la cohomologie de €(1):

H*(e(1)) =0 pour k+#0,7,10
dim H(€(1)) = 3
dim H°(€(1)) = 2.
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