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UNE BORNE INFERIEURE POUR LE VOLUME
D'UNE VARIETE RIEMANNIENNE EN FONCTION
DU RAYON D’INJECTIVITE

par Marcel BERGER

THEOREME. — Pour toute dimension n et pour toute variété
riemannienne compacte (M ,g) de dimension n dont le rayon d’in-
a(n)

jectivité est supérieur ou égal @ i, on a toujours V = i

>

ou V désigne le volume total de (M,g) et a(n) le volume de la
sphére canonique (S" ,can) (c’est-d-dire la sphére de dimension n
et de courbure sectionnelle constante égale d 1). Si en outre on a

an) .,

légalitée V = —.”n—l , alors (M, g) est nécessairement isométrique
a la sphére S" muni de la métrique d courbure sectionnelle constante
égalea mi~?% .

Pour »n = 2 le résultat figure dans [1], p.35. Pour n >3
on trouvera dans [4] (D.24, p.242) Dlinégalité plus faible

V> % % i" . La méthode utilisée ici est toujours celle des pages

236-242 de [4]. Par rapport a cette derniére la suppression du facteur
% s’obtient par deux ingrédients nouveaux : le premier est une re-

marque géométrique (lemme 2 ci-dessous) et le second consiste a
utiliser de facon systématique I’inégalité de Kazdan ([6], E. 2, p. 243)

. . . T
pour certaines fonctions paires autour de 5

Je remercie Arthur Lancelot Besse pour plusieurs conversations
sur le sujet.
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Nous employons systématiquement les notations de [3], texte
qui reprend entre autres les appendices D et E de [4]. En parti-
culier : dx désigne la mesure canonique de (M, g), du celle de son
fibré unitaire UM et do, celle de la fibre au-dessus de X, UM,
(c’est donc a dire la sphére des vecteurs de norme 1 tangents en
x a M). En sorte que du =do, ® dx. La boule ouverte géodé-
sique de centre x de M et de rayon r est désignée par B,(x) et
la sphére correspondante par S,(x). Puis f(u,r) désigne la fonc-
tion définie sur UM x R, par D’égalité de coordonnées polaires
dx = do, ® dr (cf. formule (3) de [3]). La projection UM — M
est notée p et le flot géodésique sur UM est désigné par ¢.

Finalement nous normalisons (M,g) en sorte que son rayon
d’injectivité soit supérieur ou égal & 7. Nous devons donc démontrer

maintenant que V = a(n), puis que 1’égalité est caractéristique
de la sphére canonique.

T
LEMME 1. — Pour tout r dans [0 , 5] et pour tout u dans

UM, on a toujours V = Vol(B,(pu)) + Vol(B,_,(p("())).

Puisque le rayon d’injectivité est supérieur ou égal 4 m, les deux
points p(u) et p(§"(u)) de M sont 4 distance m I'un de I'autre
et donc les boules B,(p(u)) et B,_,(p({"(¥)) ne se rencontrent
pas. D’ou le lemme 1.

pE™(w)

Fig. 1.
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LEMME 2. — Pour tout r dans [0 , %] ona V*=1@r), ou

() = jh; Vol (B, (x)) dx + fM Vol(B, _,(x)) dx.

Il suffit d’intégrer 'inégalité du lemme 1 pour u parcourant
tout UM : ’

Vol(UM)x V> | Vol(B,(p@)du+ [ Vol(B,_,(pG" @) du.
UM UM
Mais
Vol (B du = da. ) Vol d
LM ol (B, (p (u)) d L{(A% ,) Vol (B,(x)) dx
=a(n_1)fM Vol(B, (x)) dx .

Puis, en utilisant le théoréme de Liouville (cf. [4], 1.125) pour
ur— {(u):

‘/I'JM Vol (B, _,(p(§" ())) du = ‘/[;M Vol(B, _,(p(v)) du
= — V .
a(n — 1) fM ol(B, _,(x)) dx

D’ou le lemme 2 en divisant tout par a(n —1).

Démonstration du théoréme. — Pour tout u dans UM remar-
quons d’abord que :

r=mn/2 t=r r=n/2 t=m—r
[ [ ranarars [~ [, ndedr N
= [T 1@ - 0f@, 0 + 15w, 7 - oldr.

Rappelons aussi que (cf. [3], formule (3)):

fM VOl(B,(x)dx=f0'flJM f.Odudt,

fM Vol(B, _,(x)) dx = fow—' fUM fu, 1) dudt.
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n |
%
Figure 2 //
/2 ”/2 7
?) t T2 r 0 I
Fig. 2.

Intégrons maintenant I’inégalité du lemme 2 en r, pour r par-
courant [0,#/2] muni de la mesure de Lebesque dr. En utilisant

la formule (1) ci-dessus on obtient donc :
T 5 /2 2 w/2
ZVi= [fo dr]V >fo 1) dr
n/2
=f f [(@m—Of@,t)+ tfu,m —t)dudt.
0 UM

Pour ¢ fixé, appliquons le théoréme de Liouville aux ¢ ou
r parcourt [0, 7 — ¢], ce quidonne :

@~ 1) fUMf(u,t)du=j;"—' j;Mf(u,t)drdu
= fUMfo"—t FE W), drdu.

Et de méme :

f‘[JMf(U,W~t)du=£JM‘£r f&w,m—t)drdu.
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D’ou finalement I'inégalité :

T t=mn/2 m—t
5V2> ft=o fUM [fo f&@w),nar
+ j()'tf(f'(u),r - t)dr] du dt.

Mais, u étant maintenant fixé, avec la notation A(¢, r) figurant
dans la formule (8) de [3], ona:

m—t t
o= [ rew,ndr+ [ rew, - nadr
w—t
= f detA(t+r,r)dr+ft det A(m — ¢t +r,r)dr.
0 0

Appliquons maintenant la «Main Inequality» de [3], p. 370 avec
la fonction m égale a la somme m =8, + §,_, de la distribution
de Dirac en ¢ et de la distribution de Dirac en m — ¢ (c’est valide
car la «Main Inequality» est valable pour toute fonction continue
positive), avec le poids g(r) = sinr. Comme, pour cette m, ona:

foﬂ /,m det A(s, ) (8, + 8,_,) (s —r)dsdr =1(2),

c’est que J(¢) = J,(f) (pour tout ¢ dans [0,w/2] et tout u dans
UM), ou J, est la valeur de J lorsque A(¢,r) =sin(t —r)1.

Alors :

%w;fom fUM J(t)dudr>f0"/2 fUM Jo(t) du dt

n[2

w2
= Vol(UM) j; Jo@®)dt =an —1)V j; Jo () dt.
D’ou :

2 n/2
V= ;r— an —1) j(; Jo(t) dt.

Mais si (M,g) = (8" ,can), on a I’égalité partout dans les iné-
galités précédentes ; donc en particulier

n/2
a(n) = % an -1y [ @,

et donc V =2 a(n).
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Réciproquement, si V = a(n), on doit avoir I’égalité partout
dans les inégalités précédentes, en particulier pour tout u dans la
«Main Inequality» de [3]: en particulier dans l'inégalité de Jensen
utilisée dans la démonstration du lemme 3 de [3] (cf; aussi [4],
E.6., p.244). Comme la mesure u utilisée la-bas est continue sur
le support connexe de &, (et ceci pour tout ¢ puis pour tout u
dans UM) c’est donc que (M, g) est a courbure sectionnelle cons-
tante et égale 4 1 d’aprés la démonstration du lemme 1 de [3] (cf.
aussi [4], p.242). Or la sphére elle-méme est la seule variété de
courbure sectionnelle constante égale a 1 et de rayon d’injectivité
égal au moins a w, car pour tout quotient fini de cette sphére le
rayon d’injectivité est strictement plus petit que .

Remarque. — Si 'on applique la technique précédente et la
«Main Inequality» pour le seul cas ¢ =w/2, Cc’est-a-dire avec
m = §,,, on obtient aisément le :

COROLLAIRE. — Pour toute variété riemannienne compacte (M, g)
de dimension n et de rayon d’injectivité supérieur ou égal a i, la
valeur moyenne

v fM Vol(S;, (x)) dx

des volumes des sphéres géodésiques de rayon i/2 est supérieure
a(n —1)i""!

ou égale a v

. En outre il n’y a égalité que pour la sphére
de courbure constante w*i~?.
On peut se demander si, en fait, ’hypothése sur (M, g) entraine

an —1)i"1!
1rn-—l

Vol(§;/; (x)) = pour tout point x de M. La question

est inconnue 4 notre connaissance. Pour n = 2, la réponse est affir-
mative, d’aprés le début de la démonstration du lemme 2.2 de
[1]. Pour le cas n =3, voir [2], p. 192 et pour tout »n voir
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