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QUOTIENTS DE FONCTIONS DÉFINIES-NÉGATIVES
ET SYNTHÈSE SPECTRALE

par Francis HIRSCH

1. Introduction.

Nous précisons d'abord quelques notations et déûnitions.

Toutes les fonctions et distributions considérées sont sur l'espace R".
Nous ferons systématiquement usage des notations de L. Schwartz [9] sans
rappeler leur signiûcation.

Soit E un espace de Banach tel que : ̂  c_^ Ê <~ > y (où <—». désigne
une injection continue d'image dense).

Pour tout élément (p de Ë, on appelle spectre de (p et on note <7((p) le
support de ^(p (où ^ est la transformée de Fourier réciproque déûnie sur
Ê par restriction).

On note Ê+ l'ensemble des éléments (p de Ê tels que ^(p soit une
mesure positive (ou, ce qui revient au même, les éléments (p de Ê qui sont des
distributions de type positif).

Si F est un fermé de R", Êp désignera {(peÊ; <7((p)c=F}, Ê^
désignera l'ensemble Êp n Ê4' et [Ê^] l'espace vectoriel engendré parÊ+

F -

Le problème de synthèse spectrale auquel nous nous intéressons est le
suivant : F étant un fermé, a-t-on Êp = [Ê^] (où désigne l'adhéren-
ce dans Ê) ? Si la réponse est positive, nous dirons que la synthèse est
possible sur F.

Les espaces Ê que nous allons étudier seront de la forme : Ê = L2(hdx)
où dx désigne la mesure de Lebesgue sur R" et h est une fonction ^ 0
localement intégrable telle que h~1 soit aussi localement intégrable et que h
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et h~1 soient à croissance lente (c'est-à-dire h dx et h~1 dx appar-
tiennent à y ' ) . Ces hypothèses impliquent immédiatement y G-). Ë <=-, y\

On posera K = ^ ( h d x ) (K e y et K est de type positif) et
E = ^(Ê).

On munit E de la structure d'espace de Hilbert obtenue par transport par
^ de la structure de Ê.

On voit alors que E peut être aussi déûni comme étant le complété de Q)
pour la norme :

«^K*(p»1/2

(où <, > désigne l'action d'une distribution sur une fonction).

Suivant J. Deny [3], nous appellerons E, l'espace des distributions
d'énergie finie (relativement au noyau K).

Nous noterons E + l'ensemble des mesures positives d'énergie finie (c'est-
à-dire les éléments de E qui sont des mesures positives).

Nous désignerons, pour F fermé, par Ep, E^ les sous-ensembles des
précédents constitués des éléments à support dans F, et par [E^] l'espace
vectoriel engendré par Ep". Le problème est alors de savoir si Ep = [E^]
(où est l'adhérence dans E).

Ce problème a été posé par A. Beurling en 1947 [1] et résolu positivement
dans le cas : n = 1, h(x) = (l+|xr)~1 avec 0 < a ^ 1.

Il a été ensuite résolu positivement par J. Deny dans le cas où K est une
mesure positive vérifiant le principe de domination [3]. Ce cas est, d'après les
résultats ultérieurs de A. Beurling et J. Deny ([2], [5]), celui où h est de la
forme \|/~1 où v|/ est une fonction définie-négative réelle (telle que v|/~1 soit
localement intégrable).

Puis A. Beurling et J. Deny ont traité le cas h = vj/^. v|/f1 où vj/^ et \|/i
sont des fonctions définies-négatives sur Z, K étant alors un noyau sur T.
Ceci a été exposé par J. P. Kahane au Séminaire Bourbaki ([8]).

Les résultats que nous allons expliciter contiennent les précédents. (Pour
qu'ils contiennent exactement le cas du tore T, il faudrait, en fait, se placer
sur R" x T"* ce qui ne nécessiterait que des adaptations de détail).
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2. Fonctions définies-négatives.
Laplaciens généralisés. Noyaux de Dirichlet.

Nous allons maintenant rappeler un certain nombre de définitions et
propriétés des fonctions définies-négatives, des laplaciens généralisés et des
noyaux de Dirichlet.

Soit \|/ une fonction continue de R" dans R. Les propriétés suivantes
sont équivalentes :

© V x e R " v|/(x) = v|/(-x) et VpeN Vx^, ..., XpCR" VpeR^

E Z[v|/(^)+^(^)-^(^-^)]p.p, > o,ij=i
(ii) \(/(0) ^ 0 et Vt ^ 0 e-^ est de type positif,
(iii) II existe a > 0, Q forme quadratique positive sur R" et p, mesure

positive symétrique sur R^O} vérifiant

tels que

r ixi2
JîT-M"'^^"

\|/(x) = Q(x) + a + sin^x.y)^^)

où | | désigne la norme euclidienne et . le produit scalaire dans R".

\|/ vérifiant l'une de ces propriétés est dite définie-négative. (On ne
considère ici que des fonctions définies-négatives réelles). L'équivalence entre
(i) et (ii) est un théorème de Schoënberg et (iii) est la formule de Levy-
Khintchine.

Soit maintenant T un élément de 2 ' . Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) T vérifie le principe du maximum positif (c'est-à-dire

V(p e Q) (p(0) = sup (p => <(p,T> ^ 0)

et T est symétrique (c'est-à-dire Ï = T).
(ii) T e y et - <^T est une fonction définie-négative.

T vérifiant ces propriétés est dit laplacien généralisé. (On ne considère ici
que des laplaciens généralisés symétriques.)
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Notons que si T est un laplacien généralisé, T est, en dehors, d'un
voisinage de l'origine, une mesure bornée, et donc T appartient à l'espace
^Ll.

Soit enfin N une distribution. Les propriétés suivantes sont équivalen-
tes :

(i) N vérifie le principe complet du maximum (c'est-à-dire

Vcp.^e^ N ^ (p ^ N ^ v)/ -h 1 sur Supp (p
=> N ^ ( p ^ N ^ ^ 4 l ) ,

N est symétrique et N tend vers 0 à l'infini (c'est-à-dire Vq> e Q) N * <p
tend vers 0 à l'infini).

(ii) Ne^' et il existe une fonction définie-négative v|/ telle que v|/~1 soit
localement intégrable et ^N = ^-1 dx.

N vérifiant ces propriétés est dit noyau de Dirichlet. Notons qu'un noyau
de Dirichlet est une mesure positive.

Inversement, si v|/ est une fonction définie-négative telle que i|/~1 soit
localement intégrable, il est facile de voir que (v)/~1 dx) est de type positif et
correspond donc à un noyau de Dirichlet N. Si T est le laplacien généralisé
dont la transformée de Fourier est — \|/ on a

T *N = - 8

(où la convolution est celle définie entre un élément de ^1 et un élément de
^00 ).

Pour terminer ces préliminaires, rappelons que si v|/ est une fonction
définie négative et si on note H( la mesure positive telle que ^^ = e~~^,
(^t\>o est un semi-groupe de convolution vaguement continu. Si T est le
laplacien généralisé associé à v(/, T est le générateur infinitésimal de
(^t)^o» c'est-à-dire

T = lim(^ - 5)r-1 dans ^'.
t-^O

La résolvante associée à ce semi-groupe est (e^>o définie par

V X - > 0 y^ =(v|/+À.)-1
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et on a
V?i > 0 £„ ^ (À.Ô-T) = ô.

Dans la suite, on notera aussi parfois par ̂  la transformée de Fourier.

3. Synthèse spectrale sur les compacts.

Nous considérons dans ce paragraphe l'espace Ë=L2(hdx) avec
h = v|/2.v|/i~1 où v|/2 et v|/i sont deux fonctions définies-négatives non
identiquement nulles (et donc presque partout non nulles).

Remarquons que si v|/f1 est localement intégrable, h est à croissance
lente (car v|/i~1 dx est de type positif et vl/^ est continue, ^(x) = 0 (|x|2)).

Si en outre A ~1 est localement intégrable et à croissance lente (ce qui est
vériûé en particulier si v|^1 est localement intégrable), on est dans les
conditions décrites dans l'introduction dont on conserve les notations.

THÉORÈME 1. - Si v|/i~1 est localement intégrable et si h~1 est localement
intégrable et à croissance lente, la synthèse est possible sur les compacts.

On pose T = - ^(v)^ dx), N = ^(v|/r1 dx)
K = - T ^ N = y(hdx).

LEMME 1. - Vîpe^ Vv|/e^i

(K ^ (p ^ K ^ v|/ sur Supp (p) => (N * (p^N ^ v|/).

Preuve. — Soit (r|^>o la résolvante associée à T :

ri^(?i8-T)=ô.

Donc
À.T|̂  ^ N + K ^ r^ = N.

T étant non nul, d'après un résultat classique, pour toute fonction (p

continue tendant vers 0 à l'infini, lim ^rh ^ (p = 0 uniformément.
3l -»0

N tendant vers 0 à l'infini,

V(pe^ N ^ ( p = l i m K ^ r | ^ ^ ( p uniformément.
3l-»0
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Or N est une mesure positive non nulle. On déduit donc de ce qui
précède :

VA compact 3v|/A e Q^ K ^ \|/A ^ 1 sur A.

Considérons alors (pe^ et v|/e^i tels que

K * (p ^ K * v|/ sur Supp (p.

Posons A = Supp q> et soit £ > 0.

K ^ ( p < K ^ ( i | / - h £V|/A) sur Supp (p.

N vérifiant le principe complet du maximum,

ou bien

ou bien

N * (p < N ^ (V|/+£V|/A)

3xo e Supp (p
tel que

(N^(p(xo)-[N*(v|/+£v|/A)](xo)) = sup(N^(p-N^(v|/+£v|/A)) > 0.

Dans le second cas, T vériûant le principe du maximum positif,

- K * (p(xo) + [K*(V|/+£V|/A)](XO) ^ 0,

ce qui est contradictoire.

Donc
N ^ ( p ^ N * \ ) / + £ N ^ v | / A

et, faisant tendre £ vers 0, la propriété est démontrée.

LEMME 2. — VA compact VH e M^ (ensemble des mesures positives de
masse finie) 3[i^e ̂ + (ensemble des mesures positives) tel que

Supp HA c A
K ^ HA ^ N * n
K ^ HA = N ^ p. sur À.

Soit A un compact, À l'image de A par l'application x i—> — x et
^(À) l'ensemble des fonctions réelles continues sur À.
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Pour (p e ̂ (À) on pose

p((p)=mf^J(N^^-N*/)^ ; ge^i,

/e^, Supp /<=ÀetK^-K*y>(psurÀ^

p((p) est bien déûni et uni : en effet, il existe ^ > 0 tel que

K ^ ^\|/À ^ (sup (p) sur À

et donc l'ensemble considéré est non vide. D'autre part, on voit facilement
d'après le lemme 1, que

p((p)^ - |inf(p| (N^V|/À)^.

p est donc une forme sous-linéaire sur ^(À) et donc, d'après le théorème de
Hahn-Banach, il existe une forme linéaire sur ^(À) majorée par p .

Comme
(p < 0 => p((p) ^ 0,

cette forme linéaire se représente par une mesure positive (i à support dans
À . Soient g et / dans ^+ avec Supp/ c À . Posons
(p=(K^-K^/) |^.

On a

| (p^= ](K^-K^/)41^ |(N^-N*/)^,

ce qui prouve que la mesure HA = fr convient.

LEMME 3. - Soit (pe^ et Se<T n E . Alors

<K*(p, S> = <(p, K*S> = ((p,S) = (S,^)

(où ( , ) désigne le produit scalaire dans E).

Démonstration immédiate par transformation de Fourier.

LEMME 4. — Soit H une mesure positive à support compact et f une
fonction continue telles que

K ^ p ^ y :
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Alors n appartient à E ^ H^l2 ^ /^ (où |[ || désigne la norme

dans E).

Soit ((pj^o i"̂  suite régularisante avec : Vn (?„ ^ 0.

lAl2/^ < lim lAh^hdx = l!m(^(p^^).
J n-^oo J n-^oo

D'après le lemme 3

(H^(p^H^(pJ = <K*H^(p^^,p> < (/*(p^^)^.

On en déduit donc

flAl2/^^ f/dp.

Pr^u^ ^M théorème. - Nous remarquons d'abord que, d'après les
injections continues de E et Ê dans y ' , pour tout fermé F, Êp, Ep, ÊF',
E^ sont fermés (alors que [Ê^] et [E^] ne sont pas, en général, fermés).

Il s'agit donc de démontrer :

VR e Ep R 1 EF" => R = 0

(où 1 désigne l'orthogonalité dans E).

Soit donc F un compact et R un élément de Ep orthogonal à E^ .

Soit (û)p)^o une suite décroissante d'ouverts relativement compacts telle
que

Ç1^=F et Vp œ^cœ^.

Soit / un élément de ^i et, pour tout p ^ 0, ^ une mesure positive
vériûant :

Supp Hp c cùp, K ^ ̂  < N * /, K ^ ̂  = N ^ / sur (ûp

(l'existence de [ip étant assurée par le lemme 2).

Soit \|/ un élément de 2+ tel que

v|/ = 1 sur (DO .
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D'après le lemme 4, pp appartient à E'^ et

l lHpl! 2 ^ f(N^/)^= L(N*/)^= f^[vKN*/)]A,Ac.

Donc a -̂-̂ ^ y/2
ll^ll2 ^ 11^11 IWN*/)]|2 h-1 dx\ = C||̂ ||

ce qui implique
Vp IIM^G-

II existe donc une suite extraite de la suite (Up) qui converge faiblement
dans E vers \i et

peEp^

Pour p ûxé, si ^>e^+ et Supp (p assez petit,

R ^ (p e ̂  et Supp (R * (p) <=. ©p
et donc

<R^(p,K^> = <R^(p,N*/>

soit (d'après le lemme 3)

(R^q>,^)= <(p,lUN*/>.

Si (p décrit une suite régularisante ((p^)^o» R*<Pr converge vers R
dans E (immédiat par transformation de Fourier) et donc

Vp (R,u,)=<N*/,R>

0 = ( R , ^ ) = < N ^ / , R > .

1 \

ce qui implique

Soit alors (p e ̂ + et e^ =
\v|/i+À/

V^ > 0 <N^(p,R>=0 et <XN^£^(p,R> = 0

V^ > 0 <£^(p,R> = 0.
et donc
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Ainsi
V^ > 0 ^*R=0

et, faisant tendre À vers + oo,

R == 0.

4. Synthèse spectrale sur les fermés.

Nous considérons encore dans ce paragraphe F espace Ê = \^'(hdx) avec
h = v|/2.^]T1 OM ^ ^ ^i 50n^ rf^ux fonctions définies-négatives non
identiquement nulles.

Remarquons que si (^1^2)-1 est localement intégrable, h et ^-1 sont
localement intégrables et à croissance lente (puisque v|/f1 et v|/2"1 sont
localement intégrables).

THÉORÈME 2. — 5î (^1^2)-1 ^5t localement intégrable^ la synthèse est
possible sur les fermés.

Nous conservons les notations du paragraphe précédent.

LEMME 1. — (^iV|/2)~1 est à croissance lente.

Preuve. — Soient, comme définis précédemment, r|^ = ^(————) et
W2 "*" A/

S. = ̂ f-^-Vv^i + v
T|̂  et e^ sont des mesures positives de masse totale finie et on a

(vl/^)-^^ lim [(^+)i)(v|/2+5i)]-1^
x-o,.

== lim ^(£3,*^^) dans 2 ' .
^t^

Donc (v|/iV|/2)~1 dx est une mesure de type positif et donc à croissance lente.

LEMME 2. — Soit v|/ une fonction définie-négative avec v|/ ~1 localement
intégrable.
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Soit f e ̂ (L2^ dx)), et œ ouvert, œ^Supp / I I existe une suite
(H>p)p^o de 2 telle que

Vp Supp (p <= œ et lim $ = / rians L^vj/^x).
p-»oo

Preuve. — En effet, ^(L2^ dx)) est un espace de Dirichlet au sens de
Beurling et Deny ([5]). Donc, d'après les résultats de [5], ^(L2^ dx)) est
constitué de classes de fonctions localement intégrables et est réticulé, et, par
conséquent, on peut supposer / positive.

2 étant dense dans l'espace de Dirichlet, il existe une suite (kp)p^Q de Q!
avec

l imfe -/ dans L2^ dx),
p-^ao

f étant positive, toujours d'après [5], notant (kp)^ la fonction
sup(fep,0),

lim (k^ = f dans L2^ dx),
p-*ao

et aussi

lim (mf^fe;)) = / dans L2^ dx).
P-^QO

Supp (inf(/,fep')) c: Supp/ II suffit donc de régulariser mf{f,kp) pour
obtenir le résultat.

Preuve du théorème. — On pose, pour tout k entier > 0,
^i,k = ^i + k-1, h, = ̂ .v|^, E, = W(^)), I I IL et ( , ), la
norme et le produit scalaire dans E^, et Kj^ = ^{h^ dx).

Soit F un fermé et / un élément de ^i. On désigne par P le noyau de
Dirichlet

p = ^(v|/2-1 dx).

Soit (¥p)p^Q une suite croissante de compacts telle que

VP Fp^F^i et U F ^ = F .
p
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On pose, pour k et p entiers, ^ une mesure positive telle que

Supp^cF,, K,^<E^/ et K,^=£^/ sur P,

(l'existence d'une telle mesure est assurée par le lemme 2, § 3).

Alors, d'après le lemme 4, § 3, ^ e E^ et

W^J^i/.*/)^

r^ x / r ifi2 \1/2
= ^/^^<ii^^-^

J \J^2'^l,k )
donc

^ 1^12 \1/2

tt^ JJ1-^
V|/2<|/i /

= c

où C est fini d'après le lemme 1 et le fait que / est une fonction continue à
décroissance rapide. C est indépendant de F, p et k.

D'autre part P ^ / appartient à E, et donc à E^ pour tout k, et

1|P*/11 = C .

Si (p e 2 et Supp (p c F on a

J(pri(K^)= j(p^/,*/)

et donc, d'après le lemme 3, § 3,

Mp\ = J<P /v|^ dx == (P^f^\.

En extrayant une suite faiblement convergente dans E^ de la suite (^k) >o
on obtient une mesure ^ avec

et
H'eE^, Supp ̂ c F, II^II^C

V(p e 2 Supp (p c F => ( .̂(p), =(P ̂ e/,^.

Soit maintenant R e E^ avec Supp R c F et soit ((p,)^o une suite
régularisante.

V r ^ O (R^q^eL2^^).
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(En effet

[iRI2!^!2^^ = [(m^^r^^dx
J J\ ^l,k/

et IcprP^i.k est une fonction continue bornée).

Donc, d'après le lemme 2, il existe, pour tout r tel que Supp(R^(p^) soit
inclus dans F, une suite (/D^o de 2 avec

VJ Supp /f c: F et lim /f = R<p, dans L2^ dx).
l-^ao

Or
V|/2.V|/^ ^ fe^,

donc

lim /f = R ^ (p,. dans E^.
f-^QO

Par conséquent, d'après les propriétés de ^, pour r assez grand,

(H\R^(p^=(P^/,R^(p^

et, en passant à la limite pour r tendant vers + oo on obtient finalement :

VR e E, Supp R c= F => (^ R),=(P*/, R),.

Remarquons que, pour k ^ 1, on a les injections canoniques :

E Œ^ E^i <—, Ek.
On a

V f e ^ r ^eE, et 11^11^ ||̂ ||̂  C.

Donc, par un procédé diagonal, on peut trouver une suite extraite (p^)^»
telle que \JL l converge faiblement dans chaque E,.. D'après les injections
entre les espaces E,., la limite ^p est indépendante de r.

Vr HpeE; et IMr^ C.
On en déduit

HpeE^ et 11̂ 11 < C.

D'autre part, si R e E et Supp R c: F,

Vfe (^R\=(P^f,R\.
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Or
lim(P»^R),=(P*/,R)

k~* oo

et, pour r < ki,

(^,R\ - (pp,R) = (̂ '.R),, - (u^R),

+ (u*',R), - (up,R),

+ (Up,R), - (UF,R)

et

K^R), - (u î < iî ii,[jiRi2 ̂  ̂ y ̂ l/2

(d'après l'inégalité de Schwarz).

Donc

Um I^R), - (^,R)| < c[JlR|^^y^]l/2 + |(^,R),-(aF,R)|.

On peut alors faire tendre r vers l'infini et on obtient

lim (u^R), = (up,R) = (P*f,R).
l~* 00

On a donc démontré que, pour / e ̂ ^i ûxé, pour tout fermé F il existe
HpeH^ avec 11̂ 11 ^ ||P^/|| et

VR e E Supp R c F =» (^,R) = (P^/,R).

Considérons maintenant F un fermé quelconque et

R e E p , R I E ^ .

Soit (œ,)^o une suite décroissante d'ouverts avec

r^^F et Vs œ,+i c: œ,
s

et soit /e^i. Pour tout s, il existe une mesure ̂  déûnie comme
précédemment.

V 5 ^ 0 (^R)H=(P^/,R) et | IM^HP*/II .
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Par extraction d'une suite faiblement convergente, on obtient

veE? et (v,R)=(P*/,R).
Donc

V/e^i (P*/,R)=0.

On en déduit

Vcpe^ V A - > 0 (^^£^(p)Rv|/i~1 dx = 0

soit

V(p e Q VX > 0 ——cp— R ̂  = 0
J ^ + ^

et, faisant tendre ^ vers -h oo,

V(p e ̂  (p R 4x = 0

ce qui implique

R =0 .

Le corollaire suivant généralise, au cas de R", un résultat analogue de
[8].

COROLLAIRE. — Sous les hypothèses suivantes :

a) lim \|/i(x) > 0 et lim ^(x) > 0
X-»00 JC->00

b) 3a ai^c — n < a < n tel que

0 < Um h{x)\x\9 ^ iim hÇxW < + oo
x-»0

(a synthèse est possible sur les fermés.

Remarquons d'abord que si \|x est une fonction définie-négative telle

que lim ^(x) > 0, on a
x-»oo

Vx ^ 0 x|̂ (x) ^ 0
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(en effet l'ensemble des zéros d'une fonction définie-négative est un sous-
groupe, comme on peut le voir, par exemple, à partir de la formule de Levy-
Khintchine).

Supposons les hypothèses a) et b). On a alors nécessairement |a| ^ 2 :
En effet posons, pour j = 1, 2,

W= \Wx))dS(p)

où dS désigne la mesure de Haar sur le groupe des isométries (linéaires) de
R".
^ est une fonction définie-négative invariante par les isométries de R", non
nulle en dehors de 0, et il existe a et b > 0 tels que

0 < M ^ 1 => ûvj/i(x) ^ ^MIxF ^ fc<J/,(x).

Or, d'après la formule de Levy-Khintchine,

^ W\x\-2 ^ a, + c,. oo + \\y\2 da,(y)

avec a, ^ 0, c, > 0, a.e^R^O}), a, invariante par isométries et û,,
Cj et Oj non tous les trois nuls.

Donc il existe r^ > 0 et 5^ > 0 avec

|x| i$ 1 => r,|x|2 ^ vj//x) < Sj.
Donc

M ^ 1 => arjx|2 < sjxr et ^Ixl2-^ ^ ̂

ce qui implique bien
|a|^2.

D'autre part, il existe une fonction définie-négative v|/o bornée telle que

limv|/o(x)|x|-2 = 1.
jc-»0

(II suffit de prendre

^oM = c ^sin2(x.y)da(y)
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où c est une constante convenable et o la distribution uniforme de masse 1
sur la sphère unité).

Considérons alors

% = (^+<iWi +^r1-
Si 0 ^ y < 1, 0 ^ P ^ 1 et (3 + y < n, les hypothèses du théorème

sont vérifiées par %. Or si [a| < n et |a| ^ 2, il existe P et y vérifiant les
inégalités ci-dessus et tels que

a = 2(P-y)

(on peut, suivant le signe de a, prendre P ou y nul).

Pour un tel choix, on a, en utilisant les hypothèses a) et b)

Tt
30 < r < s r ^ - ^ s

h

et donc L2(hdx) et L2(^idx) sont les mêmes espaces munis de normes
équivalentes, d'où le résultat.

5. Approximation par des mesures à support compact.

Nous allons d'abord rappeler des résultats dûs à J. Deny [4].

Soit h une fonction positive, localement intégrable telle que h~1. soit
localement intégrable et que h et h~1 soient à croissance lente.

On conserve les notations de l'introduction (en particulier :
K = ^(h dx), Ë = L2^ dx), E = ^(Ê) . . . ) .

On suppose, dans ce paragraphe, que K est une mesure positive.

THÉORÈME. — Soit H l'ensemble des mesures positives [i telles que
K ^ p, ^ H ait un sens et soit une mesure à densité continue.

1) H est un sous-cône convexe fermé de E'1'.
2) H est l'adhérence dans E + du cône E+ n € ' .
3) 5i p e H et si ((pp)p^o est la suite des fonctions caractéristiques des

boules de centre 0 et de rayon p , alors pour tout p, (pp.n appartient à H et

[i = lim ((pp.n) dans E.
jp-»oo
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Nous allons montrer que, dans des cas faisant partie de ceux étudiés au
§ 4, H = E^ , ce qui prouvera donc que, dans ces cas, on peut approximer
toute distribution d'énergie finie par des combinaisons linéaires de mesures
positives d'énergie finie à support compact inclus dans le support de la
distribution.

THÉORÈME 3. - Si h = v|/2.^i~1 avec v|/i et \|/2 fonctions définies-
négatives et si Fune des deux hypothèses suivantes est vérifiée :

(1) v|/2(0) ^ 0 et v|/i~1 localement intégrable,
(2) lim v|/2(x) > 0 et iiin h(x) < + oo,

x-»oo x->0

alors H = E^

Supposons d'abord l'hypothèse (1). Soit \JL un élément de E-" et (p dans
^+.

IIAIW^ ^ ( flAl^^supdç)!2^^-1)
•/ \J Vl /

et le sup est fini car, puisque ^(O) est non nul, v|/i\|/2'1 est continu et à
croissance polynômiale.

Donc H ^(peL2^).

Notons, comme précédemment,

"-^(ï^)- N-^)- T--^^.
On a, par conséquent, que e,, * (n^(p) ^ (n^ç) est défini et admet pour
transformé de Fourier

lAIW^i+îi)-1.
En particulier,

V^ > 0 8^ (n^cp) ^ (n^ç) ^ llH^cpll2^^)]-1.

Donc N ^ (H*(p) * (p*(p)

est une fonction s.c.i. bornée et de type positif, c'est donc une fonction
continue de type positif. T s'exprimant comme somme d'une distribution à
support compact et d'une mesure positive de masse finie, on a immédiatement
que

K ^ (n^cp) ^ (jl^(p)
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est continue et donc (n*cp) appartient à H. Ceci étant valable pour tout (p
de ^+ et H étant fermé dans E+, yL appartient à H.

Supposons maintenant l'hypothèse (2). K étant positif,

— r
hm h(x) < + oo => dK< + oo.
•»--*r» 1x-^0

K étant non nul, h est une fonction continue, strictement positive au
voisinage de 0.

v|/2 ne s'annulant pas en dehors de 0 et étant minorée au voisinage de + oo,
h~1 est une fonction continue à croissance polynômiale. On en déduit

jieE'^ et ^eQf^ => ([i^^>)eL2(dx)

et, K étant de masse totale unie, on a alors

p e E ^ et (pe^ => K ^ (n*(p) * (u*(p) continue.

On conclut alors comme dans le 1er cas.

6. Exemples.

Nous supposons, dans ce paragraphe, que K est une mesure symétrique
positive non nulle tendant vers 0 à l'infini.

Nous avons démontré dans un article antérieur ([6]) que, dire que K était
un quotient de fonctions dé&nies-négatives, équivalait à dire que K vérifiait
le principe classique du maximum. Ceci a d'ailleurs été généralisé aux groupes
de Lie ([7]) et constitue une extension des résultats analogues de [8].

Nous rappelons le résultat principal :

THÉORÈME. — Sont équivalents :
i) K vérifie le principe classique du maximum, c'est-à-dire

Vçe^ (K^cp^l sur Supp (p) ==> (K^cp^l).

ii) K admet une densité qui est une fonction localement intégrable h et il
existe \|/i et v|/2 fonctions définies-négatives non identiquement nulles avec

h = vl^.^P.P.
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iii) I I existe un laplacien généralisé T avec

T ^ K ^ O sur C{°}-

£n outre, si iii) ^sî réalisé, on peut prendre pour fonction \|/i intervenant
dans iï) — ^(T) et, alors,

\|/2 = - ̂ (T^K).

Ceci permet de donner des exemples de noyaux K pour lesquels la synthèse
est possible (dans l'espace ^(hdx) avec hdx = K) :

THÉORÈME 4. — Supposons AK ^ 0 sur Q{0} (c'est-à-dire K est, en
dehors de 0, représenté par une fonction sous-harmonique positive).

1) Si n ^ 3, la synthèse est possible sur les compacts.
2) Si n ^ 3 et ~^a > 0 K ^ a\x\2~ndx, la synthèse est possible sur les

fermés (avec approximation par des mesures à support compact).

3) Si rfK < + oo et (K({0}) > 0 ou K déclasse C2 sur C{0}), la

synthèse est possible sur les fermés (avec approximation par des mesures à
support compact).

Pour démontrer le 1), compte-tenu du fait que \x\~2 est localement
intégrable si n ^ 3, on utilise le lemme suivant :

LEMME. — Si K est une mesure positive non nulle tendant vers 0 à T infini et
si

^(K)=[vM/i-1]^

avec v|/i et v|/2 définies négatives, (v|/i~1 localement intégrable) => (v|/2'1

localement intégrable).

En effet, d'après le début de la preuve du lemme 1, § 3

V?i > 0 r|̂  K ^ N.

Or K étant non nulle, on en déduit immédiatement que lim T|^ existe
À.--0

dans M^ (pour la convergence vague), ce qui implique, d'après un résultat
classique, v)/^1 localement intégrable.

Donc, sous l'hypothèse 1), posant v|/2 = — ^(AK), v)/^1 est localement
intégrable et les hypothèses du théorème 1 sont vérifiées.
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Preuve de 2). — Comme

^(\x\2~ndx)=0 sur C{°L
A(K - aM2-" dx) ̂  0 sur CW •

Donc, d'après le théorème,

- ^^(K-aW2'" dx)~\= v|/ fonction définie-négative
et

- ^(AK) == v|/ + a avec a > 0

et par conséquent
vMO) > 0.

Les hypothèses du théorème 2 sont donc réalisées de même que les hypothèses
(1) du théorème 3.

Preuve de 3). — L'hypothèse \dK < + oo implique l'hypothèse b) du

corollaire du théorème 3. D'autre part

v|/i(x) = |x|2

donc lim v(/i(x) > 0.
x-»oo

Supposons K({0}) > 0,

A[K-K({0})5] ^ 0 sur C W -
Donc

- ^(AK) = v|/ 4- 47l2K({0})|x|2 = v|/2

avec v|/ définie négative.

Donc
lim v|/2(x) > 0.
X->00

Supposons enfin K déclasse C2 sur CW- Alors AK est une fonction
continue sur CW- Donc, d'après la formule de Levy-Khintchine

^(x) = QQc) + b + [sin2^.^)/^)^

où / est une fonction symétrique, positive, continue sur CW et intégrable
sur le complémentaire d'un voisinage arbitraire de 0.
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On déduit alors du lemme de Riemann-Lebesgue

lim \|/2(x) ^ lim Q(x) + b -h , /(}Q d y .
x-oo x-oo 2J^o

Si on avait lim v|̂  (x) =0 , on aurait fc = 0 et / = 0 et donc
JC-^OO

\|/^(x) = Q(x). Comme on aurait alors

Lc=lim-^>0
J x-o47t2|x|2

Q(x) serait de la forme a\x\2 avec a ^ 0 , ce qui amène à une contradiction.

Donc, sous Phypothèse 3), on a lim vl^OO > O» et on peut utiliser le
x-»'oo

corollaire du théorème 2 et le théorème 3 avec l'hypothèse (2).
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