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ÉTUDE SPECTRALE
D'OPÉRATEURS HYPOELLIPTIQUES

À CARACTÉRISTIQUES MULTIPLES - 1

par Abderemane MOHAMED

1. INTRODUCTION

Soit Î2 une variété C°°, compacte sans bord, de dimension n,
munie d'une densité C°° , positive dx et soit T*S2\0 le fibre
cotangent de Î2 , privé de la section nulle. On considère un opérateur
pseudo-différentiel classique P(x , D), d'ordre m, défini sur ft ,
formellement auto-adjoint au sens suivant :

f P(x,D)u .ïdx = F u.P(x,D)vdx ( 1 . 1 )
"n ^n

\/u et î;ec°°(î2).

On désigne par p^ (x , Ç) son symbole principal et on suppose que :

^(x,$)>0 ; VOc,ê)^T*î2\0. (1.2)

On suppose que P(x , D) est non elliptique et que l'ensemble caracté-
ristique : 2 = {(x, Ç) E T*S2\0 ; p^ (x , ^) = 0} est une sous-variété
conique, fermée, de codimension ïd dans T*Î2\0 .

On suppose de plus que S est symplectique, c'est-à-dire que la
restriction de la 2-forme canonique à 2 est non dégénérée.

Par o.p.d. classique, on entend que, dans un système de coor-
données symplectiques ( x , Ç ) , P(^ ,D) a un symbole complet
P(x , S) qui admet le développement asymptotique :

P(^,S)- ^ Pm-s(x^)
/ = o

où p ^ _ j ( x , ^ ) est homogène de degré m — j en Ç .
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On se place dans le cadre des articles de J. Sjôstrand [17] et
L. Boutet de Monvel [3] (cf. également [4], [5], [7] et [8]) pour l'étude
de rhypoellipticité.

On suppose donc que, pour un entier k tel que 0 < k < m,

p^_^ s'annule à l'ordre [2k - 2j]^ sur 2
etp^ s'annule exactement à l'ordre 2k sur 2 (1.3)

(au sens de [3] ou [17]).

/ n \Soit ?ES et soit co la 2-forme canonique (a) = Y ûfÇ. A dx).
/'=!

Soit o)^. la valeur de eu au point ? ; c'est une forme bilinéaire
antisymétrique sur T^(T*Î2\0) x T^.(T*Î2\0), dont la restriction
à T^.2 x T^S est non dégénérée (car 2 est symplectique).

On peut donc identifier T^(T*S2\0)/T^2 à (T^.2)1, l'ortho-
gonal de T^.S pour c^., et ù^/CT^S)1 définit sur (T^S)1 une
structure symplectique. D'après [7], on peut associer à P , pour
tout choix de coordonnées symplectiques sur (T.2)1, un opérateur
différentiel, à coefficients polynomiaux opérant sur R^ , et noté :

Pc = P ^ O , D , ) .

Le^choix de P .̂ n'est pas canonique, mais il est montré dans [7] que,
si P^. désignait un autre choix de P., on pourrait trouver un opé-
rateur unitaire U sur L^R^), continu de S(R^) dans ^(R^) tel
que :

UP^U* = P ^ . (1.4)

II résulte de [3] et [17] (cf. également [5] et [7]) que, si :

KerP^ 0,^)0^)= {0} ; V?GS (1.5)

(hypothèse invariante grâce à (1.4)), l'opérateur P(;c, D) est hypoel-
liptique dans t2 avec perte de fe-dérivées et admet une paramétrixe
dans la classe de L. Boutet de Monvel [3] OPS"'"''2^^ , 2).

Cette dernière permet de démontrer que :

V ^ E R , V^eQ)'(ft), (1.6)

P(jc,D)MGH'(î2) —=> u€îîs+m-k(n).
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Soit P, l'opérateur non borné de L2 (ft) dans L2 (Î2) de domaine :

D(P) = [u G L^/POc , D) ^ = Pu E L2^)} .

P est un opérateur fermé et il résulte de (1.6) l'inclusion :

Dœ^H^^n). (1.7)

Plus précisément, l'existence de la paramétrixe nous assure que :

^(P^H^^S)
où H^^^^.S) est l'espace naturel associé (dans [3]) à la classe
OPS^^ÎÎ.S) à partir de L2^).

Il est montré dans [3] que C°°(i2) est dense dans H^'2^);
par conséquent D(P) est égal au domaine minimal et, P(x, D) étant
formellement autoadjoint, k étant strictement inférieur à w ,
l'injection de D(P) dans L2^) est compacte (grâce à (1.7)).

Le spectre de P est donc réel, discret et réduit au spectre
ponctuel. Nous désignerons par (\-),ez la suite des valeurs propres
de P rangée dans l'ordre habituel, chacune d'elle étant répétée autant
de fois que sa multiplicité :

< \_^ < < \^ < \_^ < 0 < \ < \ < • • • • .

<\. -

et pour tout X > 0 par N^. (À) = ^ 1 , resp.
o<\-<\

N_(X) == ^ 1
-\<\.<o

le nombre des valeurs propres de P contenues dans l'intervalle ]0 , À [ ,
resp. ] - X , 0 [ .

Rappelons maintenant brièvement la définition de quelques
invariants associés à l'opérateur P(jc ,D) (nous renvoyons à [7] pour
plus de précisions).

Pour tout ? G 2 , l'opérateur P ç ( t , D^) introduit plus haut
est, de même que P(x , D), formellement auto-adjoint.

Il est du type étudié par V.V. Grushin dans [6]; P^ . ( r ,D^)
admet donc une réalisation unique P .̂ sur L^R^), auto-adjointe,
de domaine compact, contenant ^(R^). Le spectre de P. est
donc discret et réduit au spectre ponctuel. Nous désignerons par
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(M/(?))/ez-o la suite des valeurs propres de P^. rangées dans l'ordre
habituel de croissance. Il résulte de (1,5) que la suite (^/(?))-ez-o
est un invariant canoniquement associé à P en un point ^ de 2 .

Un autre invariant associé à P(x , D) est le Hessien d'ordre
2k de p^ défini en tout point ? de 2 et sur T. S1 par :

Hess2^ p^) (X) = ̂  (X2^) (?) (1.8)

VXG(T^2)1 , X étant un champ sur T*Î2 tel que : X ( ? ) = X .
On déduit de (1.2) que :

Hess^pjnTOX) ; VXe(T^2)1 (1.9)

X ^ O .

On peut donc définir, pour tout ? G 2

^)(D= / ^ ^X (1.10)
^Hess^p^KXXl

où rfX désigne la mesure canonique relative à la structure symplectique
cl(d— 1 )

sur (T^S)1 : dX = ——— 6^ (câ^ étant la restriction de o?^
àT^S 1 ) .

Nous noterons dans la suite, dx d^, la mesure canonique sur
n(n-\)

(-1) 2
T*Î2\0 , dx û?Ç = —— a?", 2 étant une sous-variété symplec-

tique de T* Î2\0, on a de même une mesure canonique sur 2 que
nous noterons d Ç .

L'objet de notre travail est de démontrer le théorème suivant :

THEOREME (1.1). - On suppose que 2 est symplectique, alors
sous les hypothèses ( 1 . 1 ) , (1.2), (1 .3 ) , ( 1 . 5 ) , le comportement asymp-
totique des valeurs propres de P est le suivant :

i) Si md - kn > 0
2L / -1\

^(\)=\ma^ o^} ; X — — ^ + 0 0

N_(X)=oU 7" / ; À — — ^ + 0 0
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ii) Si md - kn = 0

N^ (X) = X7" Log (x^) ^ + o(^ Log X^) ; X — — ^ + 0 0

N _ ( X ) = o ( x ^ Log(x^) ; X — — ^ + 0 0

iii) Si md - kn <0

^UX)=X??^~^+o(x;^:A:) ; X — — ^ + 0 0
H —d / n -d \

N_(X)=XW- f cÛ3-+o(x7 ï ^ : T) ; X — — ^ + 0 0

ou

'^T^T -L..O <i ̂

= 1 d r
û2 ~ (27rr n ^(^(r»! dr

'^'(i^^^^.^i^

1 ~ />
^ = ^^^-^ S / d?-(27r) ^ ̂ . (r)>-i

Remarques. — 1) Comme nous le verrons plus loin l'intégrale
donnant a^ ne converge que si md — kn > 0 , et les séries donnant
a\ et a^ ne convergent que si md — kn < 0.

2) L'intégrale donnant û^ est clairement invariante par trans-
formation canonique, de même il résultera de [7] que les expressions
définissant a^, a\ et aj sont invariantes par transformation
canonique.

A. Menikoff et J. Sjôstrand [13] et [15] (cf. également [14], [18]
et [19]) ont obtenu ce résultat dans le cas des opérateurs pseudo-
différentiels à caractéristiques doubles (le cas k = 1) en étudiant
la trace de e~tï au voisinage de 0. La technique de l'équation
des ondes est aussi utilisée par R.B. Meirose [12] dans un cas bien
particulier. Les méthodes semblent s'adapter difficilement au cas
k > l .
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P. Bolley, J. Camus et Pham Thé Lai [2] obtiennent des
résultats analogues dans le cas où d = 1 , mais pour des problèmes
aux limites. Ces auteurs utilisent la méthode d'Agmon [1] basée
sur l'étude de la trace de la résolvante de P , P^ = (P + i\)~1 ;
\ G R\0.

Nous avons suivi la méthode de ces derniers qui s'adapte bien
à notre problème. Certes P^ n'est un opérateur à trace que si
m — k > n, mais on se ramène toujours à ce cas, en considérant
P27^ , où / est un entier positif assez grand. (P(JC .D))27^ vérifie
les mêmes hypothèses que P(;c, D) avec m(2/ + 1 ) à la place de
m et k(lj + 1) à la place de k , et, d'après [7], l'opérateur diffé-
rentiel à coefficients polynomiaux associé à (PCx.D))274 '1 en un
point ? G 2 est (P^t, D,))27^ .

On vérifie de même que les constantes a^ , a^, a\ et a^
associées à P274"1 sont les mêmes que celles associées à P.

On peut donc toujours se ramener au cas où m — k et k sont
aussi grands que l'on veut.

Si m — k > n , P^ est un opérateur d'Hilbert-Schmidt de noyau
K^ (x , z) , continu sur ^2 x Î2 et on a, comme dans [ 1 ],

TrP,=^ K,(X,.)^^. ( 1 . 1 1 )

Nous établirons le comportement asymptotique de (1.11) quand X
tend vers + °° et on déduira d'un théorème taubérien le compor-
tement asymptotique de N+(X) et N_(X) .

Le plan de ce travail est le suivant :
— Au chapitre 2, nous rappelons quelques propriétés d'une classe

d'opérateurs différentiels à coefficients polynomiaux dépendant d'un
paramètre.

— Au chapitre 3, nous introduisons une classe de symboles à
la Boutet de Monvel dépendant d'un paramètre et faisons une esti-
mation de leur trace.

— Au chapitre 4, nous faisons une étude microlocale de la résol-
vante.

— Enfin au chapitre 5, nous faisons l'étude globale de la résolvante
et démontrons le théorème 1.
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Ce travail nous a été proposé par B. Heiffer et Pham Thé Lai ;
nous les remercions vivement pour leurs constants encouragements
et leurs nombreux conseils qui m'ont permis de simplifier beaucoup
de démonstrations.

2. ETUDE D'UNE CLASSE D'OPERATEURS DIFFERENTIELS
A COEFFICIENTS POLYNOMIAUX

Considérons sur R^ , un opérateur différentiel de la forme :

Pc.(^)= ^ ^(c^Df
|a |+ |^ |<2fc

où pour tout a, j3, â^(a0 est une fonction C°° du paramètre a?,
cj parcourant une variété C00 A .

On suppose que, pour tout co G A, P^ ( t , D^) est formellement
auto-adjoint, i.e. :

f^ ^^^i^^dt= j\ u.P^t,D,)vdt (2.1)

VM et ^ G S C R ^ ) .
De plus, pour tout a?,

Ker P^O, D,) H ̂ (R^ = {0} . (2.2)

Enfin P ^ ( r , D ^ ) est elliptique au sens suivant : pour tout compact
K de A , il existe une constante positive C^ telle que pour tout
(^ E K, tout (/, r) G R^ x R^ , on ait :

F^^^ ï ^(^)^>CK(|r|+ |r|)^.(2.3)
|a|+|<3|=2fc

Pour tout réel m , notons par S^R"), la classe des fonctions
û^GC^R'1), telles que, pour tout multi-indice 7 dans IST,
^y"'""171 D^a(x) soit borné sur R", où on a posé :<^>=yr+i7p' .

Si û (x )=a^ (^ ) dépend de manière C°° du paramètre O ) G A ,
on dira que a^(x) G S^CA x R") si et seulement si, pour tous champs
de vecteurs C°° sur A : X ^ , . . . , X^ , pour tout multi-indice 7 ,
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^)-w-i7l D^ X^ . . . XN û^Oc) est bornée sur tout ensemble de la
forme K x R'" où K est un compact de A. Le symbole P ( r , r )
de P^ ( r ,D^) est alors dans S^A x R 2 ^) . Soit ^ un paramètre
réel, alors : P^(r, r) + i^ G S2^ (A x R2^). On construit, comme
dans [ 16], une paramétrixe à droite de P^(r , D^) + z/i2^ de symbole :
^(^^(^^^S-^Ax R2^), ^ ( jL i , r , r ) admet le
développement asymptotique suivant :

b^,t,r)- ^ è^,(^i,r,r), (2.4)
/-o

où ^ ? u ; , / ( ^ ' r » T ) est homogène de degré - 2k - f en ( A i , r , r )
et C00 par rapport à c^ avec, 6^ ^ ( / A , r , r) =-—————————.

pa; ,2fc(^T )+^

Le développement asymptotique (2.4) est à comprendre au sens
suivant : si x est une fonction C°° sur R égalée 0 sur — ^ - ' ^ - f
et égale à 1 en dehors d e ] - l , l [ , J 2 2 L

^(M^,r)
N-l .—————————————————

- S ^,/(^,T)pX(yW + |r|2 + iTl^eS-^^Ax R^).
/=0

Remarquons maintenant que P ^ ( r , D ^ ) + ip.^ est, compte-tenu de
(2.1) et (2.2), injectif dans ^(R^) pour tout fi et qu'il est globale-
ment elliptique en ( t , r, yi}.

Il résulte du théorème (3.1) de [5] que P^ ( r ,D^) + ^2fc est
inversible et que son inverse est un opérateur pseudo-différentiel,
a ^ ( ^ A , ^ , D ^ ) dont le symbole est dans S'^A x R2^) admettant
le développement asymptotique (2.4).

PROPOSITION (2.1). - On garde les hypothèses précédentes, et on
suppose de plus que k > d .

Alors l'opérateur a^, t , D^) est un opérateur à trace et on a :

Tr C^OA , t , D,) = (270-^ J ' f a^, t , r) dt dr . (2.5)
R x R-

De plus, on a le comportement asymptotique suivant de la trace
lorsque jn tend vers l'infini.
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Pour tout compact K de A, î7 ^x^^ MAÎ^ constante positive,
C^ , ^/fc que pour tout co G A, on ait :

|Tra,(M,/.D,)-,-———(2.)-fr———^-,-^

Lcos^ sin^

x ff dtdr\<C^|l-lk^d-ï . (2.6)
rt^fc^X1

Démonstration. — Démonstration de (2.5) : a ^ ( p . , t , D ^ ) étant
un opérateur pseudo-différentiel global classique, on sait (cf. [10] ou
[16]) que si ff,, ^ I o^(ju, t , r)\ dt dr < C alors <7^( jL t , ? ,D, )

R x n

est un opérateur à trace et que sa trace est donnée par la formule (2.5).
Démonstration de (2.6): l'inégalité (2.6) étant évidente à partir

de (2.9) pour 0 < fi < 1, on peut donc supposer ^ > 1 .
D'après (2.4)

a^Ox, t , r) = a^ ̂ , t , r) - ,——.. . , .^ (2-7)
^a?^^' ' ^ • t^

vérifie l'estimation : pour tout compact K , il existe une constante
C^ telle que pour tout a? € K , tout jn > 1 on ait :

\a^,t,r)\<C^(\t\^ | r |+ l^l)-^-1 . (2.8)

Pour tout VL > 1 , posons :

dtdr
W //A

*/*/n(;^xR" P^,2fc(f ,T)+I^; .i2k

Le calcul de A se fait comme dans [ 1 ].
On pose t = ̂ t et r = VLÎ .
On déduit de l'homogénéité de P^,2fc^ 'r) ̂  '•

dtdT
A=^d-2k(27r)-dff

R d x R d Pu,,2fc(r.r) + ^

Soit: CT(\) = /T ^dr.
P^^fc^^X^

Par homogénéité on a : a(\) = o(l) Xe1/k .
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On déduit alors que :
"+00 do(\)

A=^Ji2(î-2k(2^rrci f
^00 x + î «-1

d i r r ^^-\ /l+°° ^L2.-2.(2^)-d ^ ( ff dtdr\ F00 ——~d\.
k ^^(^Xi / j » x + î

Enfin, en utilisant la formule connue des fonctions bêta,
./û-i

f -^—— û?7 = ———— , 0 < û < 1^o 7 + 1 sm TTÛ
,.+00 ^"-^ ^ TT

^o 7 + 1 sin TTÛ
on montre que :

Û 7T ÎTT n /./»d r TT ÎTT-d 'A = ^-^(270-^ — ——- - ——— x / / dt dr .
2k -cos(-^) sin^J JJ^^<1

^W \W (2.9)

Alors l'estimation (2.6) découle de (2.5), (2.7), (2.8) et (2.9).

Remarque ( 2 . 1 ) . - On désigne par B2^ le sous espace de L2 :

B^R^ {^EL^R^) ; ^D^EL^R^) ; Va,j3 ; |a|+ |j3|<2^} .

D'après [6], l'opérateur auto-adjoint, P^ ( r ,D^) de domaine B^R^)
admet un spectre réel et discret car B^R^ s'injecte de manière
compacte dans L^R^). Soit (^,(^))/ez\o ^a sul^ des valeurs
propres de P^(^, D^) rangées par ordre de croissance. Du théorème
tauberien de Hardy-Littlewood (théorème [5.2]) et de (2.6), on déduit
que, pour tout compact K de A, il existe une constante C^ telle
que pour tout co € K on ait :

S KC^X^ ; V X > 0 .
1^(CJ)1<\

Par conséquent,

H KC^X ; V X > 0 .
\n^^)\<\k/(s

On en déduit alors que pour tout compact K de A il existe
une constante C^> 0, telle que pour tout a? Œ K et pour tout
7 E Z\0 on ait :

\^)\>C^jkld . (2.10)
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3. CLASSE DE SYMBOLES DE L. BOUTET de MONVEL
A PARAMETRES

3.1. Rappels sur les classes de L. Boutet de Monvel [3].

Soit X une variété C°° , paracompacte, de dimension n et
soit T* X\0 le fibre cotangent privé de la section nulle. Soit U
un sous-cône ouvert de T* X\0 et soit A un sous-cône fermé de
U.

On peut toujours construire une fonction r , strictement
positive, C°° , homogène de degré 1 sur U et une fonction d ^ ,
dont le carré est la somme d'une fonction strictement positive
homogène de degré - 1 et d'une fonction homogène de degré 0,
strictement positive hors de A et s'annulant exactement à l'ordre
2 sur A.

L. Boutet de Monvel a introduit la classe suivante :

DEFINITION (3.1). - Soient m et k deux réels, on désigne
par S^^U.A) l'espace des fonctions a C°° sur U telle que,
pour tous champs de vecteurs sur U : X ^ , . . . , X Y ^ , . . . , Y
C°° , homogènes de degré 0, tels que les X. soient tangents à A,
onait: \X,...Xp Y, . . . Y^ a\<fnd^-q.

(Si / et g sont deux fonctions positives, C°°, définies sur
U, on écrit que : / < g , si, pour tout sous-cône V C V à base
compacte et tout e > 0, il existe une constante positive C telle
que : f<Cg, lorsque r > e ) . Rappelons très brièvement les
propriétés de ces classes de symboles. L'application,

S^OJ.A) X S<^(U,A)——————————> gm+m',^^ ^j^

(a, b) —————————> ab

est continue.
On a l'injection continue S^QJ, A) <—^ S^'CU, A) si

et seulement si m < w' et m — k / 2 < m* — k ^ / 2 .
Lorsque U = T* X\0, on notera simplement S^CT* X\0,A)

par S^CX, A) ou même S^^X) si cela ne prête pas à confusion.
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On a l'injection continue :
S^(X,A) ̂  S^y-W (3.1)

avec Â;_ = -sup(0,-Â:) et S^^-^X) étant la classe de L.
Hôrmander (cf. [9]).

Rappelons que si k est un entier positif et si a est un symbole
classique d'ordre m, i.e. admettant un développement asymptotique

00

de la forme : a ^ ^ a^_y où û^_y est homogène de degré
7^0

m— / , alors aES^ '^U.A) si et seulement si û^_y s'annule à
l'ordre [k - 2/]+ sur A .

Les classes ainsi introduites étant bien adaptées à l'utilisation
des transformations canoniques, on pourra se ramener souvent au
cas où U est un cône de T* R"\0 et où A = S^ est défini comme
l'ensemble :

2o == {(z»?) = (^^^'OCR"-^ x R^xR" - ^ x R^HU
tels que t = r = 0} . (3.2)

On peut alors prendre :

r\2 , 1
r = 1 ? 1 et d . ( z ,n= /m2 +—y+

o' ^ x / 1 " I?!2 1 ? 1

3.2. Classe de symboles à paramètre.

Soit fJi un paramètre réel, ^i > 1 ; on pose la définition :

DEFINITION (3.2). — Soient m et k deux réels. On désigne par
S^QJ, A) l'espace des fonctions a^ dépendant du paramètre ^i,
C00 sur Û (uniformément en p.) telles que, pour tous champs de
vecteurs X ^ , . . . , Xp , Y ^ , . . . , Y^ C°° , homogènes de degré zéro
sur U, tels que les X^ (/' = 1 , . . . , p) soient tangents à A , on ait :

1 Y Y V Y n 1 < y^ (îk~q (*^1 A! • • • A? ï 1 • • • ^q a^ 1 ^ ' "A ^ >'

* (Si / et g^ sont deux fonctions positives C00, définies sur U
et dépendant d'un paramètre ^, on écrira f^ ^ g^ si et seulement
si, pour tout sous-cône U' C V à base compacte, il existe e et c > 0
indépendants de ^ tels que : f^ < cg^ dès que r > e).
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La classe 8 (̂11, A) est donc la classe des symboles de L.
Boutet de Monvel dépendant uniformément de /A . Dans la suite,
nous aurons besoin des classes plus générales suivantes pour lesquelles
nous posons la définition :

DEFINITION (3.3). - Soient q et 6 deux réels positifs. Nous
dirons qu'un symbole a^, dépendant du paramètre /A, est dans
la classe S^(U,A) si et seulement si :

a^ E S^(U, A) et ^ G s^^W^aj, A).

On suppose maintenant que U = T* X\0 .

DEFINITION (3.4). — Nous dirons qu'un opérateur pseudo-
différentiel A^ dépendant du paramètre ^ , est dans OPS^(X.A)
s ' i l existe a^ G S^(X , A) tel que l'opérateur : ^(A^ - a^(x , D^))
50^ ^ opérateur dont le noyau K^,^) e^r C00, uniformément
par rapport à / A .

Dans le cas où X est un ouvert de R" voisinage de l'origine
et où A est donné par (3.2), l'espace S^(X,A) peut être carac-
térisé comme l'ensemble des fonctions C°°û^(^,S) sur X x R"
dépendant du paramètre ^ telles que pour tout compact K de
X, pour tout multi-indice a , j 3 , 7 , S , il existe une constante
^^.-y.ô.K > ° telle que, pour tout ^ > 1 et tout (^ ,S) ,

l3?^?^^)!
< F /^w-fc/2-|6|-l7l/2+|a|/2
' ^a,^,7,ô,K ^ /

x ( l + j L i < S r 0 + \t\W2 + I r j (S)-^)-^
x (1 + |r| (Ç)172 + |T| (^-^^^-^I-ITI ^

(3.3)

La démonstration est laissée au lecteur. On peut étendre les propriétés
mentionnées au § 3.1 pour les classes de L. Boutet de Monvel à ces
classes plus générales. Nous utiliserons dans la suite les propriétés
suivantes. L'application :

S^'^Y \\ v Çw '^kl7v \\__^ çw+m',fc+J(c'^Y A \q.Q (^, ̂ ) X ^» Q (X, A ) ^ >^ç+q' è (x» A)
(3.4)

( û , & ) — — — — — — — — > a . b

est continue, uniformément par rapport à ^.
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On a les injections continues :

S^(X,A)--> S^(X,A) (3.5)
si q > q ' ,

S^(X,A)-~. Sy(X,A) (3.6)
si et seulement si m < m' et m - k / 2 < m' - k ' / l

Si ^(x,Ç)eS^(X,A) et si 6,(x , Ç) e S^f(X, A) le
support de b^ étant à base compacte indépendante de jn , on a :

a^x , D) o b^x , D) G OPS^/^(X, A) (3.7)

et si ^(x , D^) désigne l'adjoint de b^ (x , D^), on a :

^,D,)EOPSy(X,A). (3.8)

Pour s'en convaincre, il suffit d'examiner les démonstrations
des propositions (3.2) et (3.6) de [3].

3.3. Estimations pour la trace d'une classe d'o.p.d. à paramètres.

On se place maintenant dans le cadre du § 1, i.e. : X = Î2
A = 2 , m est un réel et n, d et k sont des entiers strictement
positifs tels que : m - k > 0 et n > d . 2 est un sous-cône sym-
plectique de codimension îd dans T* Sî\0. Q est désormais fixé
égal à :

m -k
e=^-' (3.9)

On omettra dans la suite la référence à 6 dans les classes S^
qu'on notera désormais S^1. On gardera les notations classiques
de [9]. 2 étant symplectique, on sait (cf. [3] ou [17]) que pour
tout ? G 2 il existe un voisinage conique V. de ? dans T* Î2\0
et une transformation canonique 3<^, de V*. dans T* R"\0 ,
telle que a<^(V^.n2) soit donné dans V^. =J<^(V^) par (3.2)!
De plus, si on note F = {(7 , - 9C^)) ; 7 E V^}, il existe, d'après
[17], un Fourier intégral U^. associé à 3<^ , U^. G 1° (R" x Î2 ;F)
tel que :

( WF'OJ^ - l ) nv^ =0
( W F ' ( u , u ^ - i ) n ^ = 0 . (3<10)
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On peut construire une partition de l'unité pseudo-différentielle
(X/^, I^/^o,!,...^ d'opérateurs pseudo-différentiels proprement
supportés, classiques d'ordre zéro tels que :

WF'(i x /^D) - l )=0 (3.11)
S'^o /

WF^XoO^D)) 0^ = 0 (3.12)

et, pour tout / = 1 , . . . , N , il existe ^ E 2 tel que

WF' (Xy(^ ,D) )CV^ (3.13)

où V^. est celui défini précédemment. Soit maintenant
A^ G OPS^(Î2 , 2) ; d'après (3.7) on a :

A^ d±f A^ o x,(x , D^) G OPS^(Î2 , 2) . (3.14)

Considérons maintenant l'opérateur pseudo-différentiel,
T(/) = TJ AO') TJ*A^ u^ A^ u?, •

Compte tenu de (3.13) et des propositions (3.12) et (3.13) de
[3L

A^ŒOPS^W.Eo) (3.15)

où SQ est défini en (3.2).

On pose : OPS.00 = H OPS^'0 .
«< p H

^On a également la propriété suivante ; si o^ (z , ?) est le symbole
de A^ (défini modulo S^°° (T* R^V), 2o)) on a :

^/) (z , ?) G S^^aT* R"\0)\V^ , 2o) . (3.16)

Remarquons maintenant que quitte à remplacer U*. par
U^. = ^(z)U^ , où ^ est à support compact et est égal à 1 sur
la projection de Vy sur R", on peut choisir ^7) (z , ?) à support
compact en z (indépendant de p) et tel que : A^ — ^^(z.D^)
soit un opérateur dont le noyau K^ (z, z ' ) est C°° et à support
compact (indépendant de p).

Compte tenu de la définition (3.4), on en déduit qu'il existe
une constante C > 0 telle que, pour tout M ̂  1 , pour tout
/ = 1 , . . . , N , on ait :

|Tr(A^ - ̂ (z , D,))[ < C/i-^ . (3.17)
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De même, d'après (3.13), il existe une constante 00, telle
que, pour tout M ̂  1 , on ait :

^R-xR^ I^^I^^C^. (3.18)

Remarquons enfin que l'on peut toujours supposer que V*. a
été choisi assez petit de sorte que si (z , ?) G \^ on ait : /

M <lr? l ( (z ,?) ̂ ^.T^eR"-^ x R ^ x R^x R^). (3.19)

L'objet des propositions qui vont suivre est de donner un compor-
tement grossier, lorsque ^ tend vers + oo^ des traces de différentes
classes d'o.p.d.

PROPOSITION (3.1). - Soit A^ E OPS^~pt~^k-p(Sî, 2) avec :
m - k > n , k > d , o <p < Inf(2d, n).

Alors A^ est un opérateur à trace et on a :

i) Si md - kn - p (-w- - k) > 0

TrA^ =0^ 2 < ^ + 2 f c ^ ^ ) ; ^ — — ^ + 0 0

ii) Si md — kn — pi— — k) = 0

/ -2k^k——P- \
T r A ^ = 0 ^ Logp; ; ^ 1 — ^ + 0 0

iii) &• md - kn - p{?- - k\ < 0

T^oC.-»-»^'"'.) , ,__„.

Démonstration. — Nous désignerons par C toute constante
positive ne dépendant pas de p.. D'après (3.1) et (3.8) A^ et A*
sont dans OPS^^-^2 (Î2) et par conséquent continus de L2^)
dans H^^îi).

Comme m - k + pf2 > n, on en déduit (cf. [1] et [10]) que
A^ est un opérateur à trace.
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Les A^ étant définis en (3.14), il résulte de (3.11) que :

\~ S A^eops^n.S)
/ = o

et par conséquent :
N

TrA^ = ^ TrA^ + O^-2^ . (3.20)
/°o

On est donc ramené au calcul de Tr A^ pour / = 0 , . . , N.

Le cas / = 0
Compte tenu de (3.12), A^ eOPS^"*-"'0^, 2).

Par conséquent, si a^(x,S:) est un symbole de A^ dans un
système de coordonnées, on a : \a°(x ,^)\ <C(l + \^\)~"'~1' et

I ^ O c , S ) l < C ^ - 2 f c ( l + ^""'"^^^«^-"(l+ISir^

En particulier, on en déduit :

|^(;»: ,f) |<C(l+|Ç|)-P( |$ | '" +/x^)-1 . (3.21)

Par conséquent :

|Tra°(x,DJ|<C f ——————dï——————
' " \n ( l+l^ l)p( IÇ|m+^ f c)

^Cu2^2'^ r^^^^L-
^ ^o /-Pd + r'")

Compte tenu des relations n> p et m> n, on a donc :

Tr^Oc,D,) = oG"2^^) ; ^ —^ + °°.

Par ailleurs : Tr (A^ - a^(x, D^)) = 0(^-2fc).
D'où:

TrA^O^————^) ; ,-^00. (3.22)

Z.̂  cû5 / > 1

On remarque que :

UÇA^U^-A^GOPS^^.S)
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et que par conséquent :

Tr(U^ ly U^ - A^) = O^-2*) . (3.23)

Compte tenu des propriétés des traces, on a :

Tr (UÇ A^ U^.) = Tr (A^ U^ U^.) . (3.24)

Mais d'après (3.10):

TrA^ - Tr(A^ U^ U^) = 0(^1-^). (3.25)

Compte tenu de (3.18), (3.23), (3.24) et (3.25), on a donc :

Tr A0^ - (2ir)-" ff ^n (z , ?) dz d? = 0^-^), ^ —^ + °o .
v/ (3.26)

On utilise maintenant la propriété que :

'̂) (z , {•) G S^-"--2fc-p (T* R"\0, So)

et que le support conique de 'a^ est compact.
Par conséquent, d'après (3.3), on a dans V. :

la^,?)! <C<îî>-"'+t-p/2(l + \t\(r^)ll'i + |r| (r))-1!1)-"
m-k

xd+^ î? )^ + k|<t?>1 /2 + |T| (T?)-^2)-2* . (3.27)

Rappelons également que | / ] < C dans V,.
Posons :

I^=j(T 2*. ^(z,?)^^,
^' • / ' /)?l<^w

1^2 = ff^ -̂ - %/) (z ' ?) dz ̂
t t " < lîKf*"'"*

I < / > 3 = f f ^_ ^(z,?)dzdr.
M ' "-l?!»;'"1-*1

LEMME (3.1). - 0«a ;
/<\ / -2t+2k ^—p•\
^-O^ m ) •
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Preuve. — D'après (3.27) on a :

ll^KC^jy ^ \ r î \ - l " î ( ï+ \ t \ \n \ l l 2

i^C + M \•fî\~ll'i)-pdtdTdr^
\t\<("

<CIJi~2k fff 2L lr?l-p+d(l^+ \T\r"dtdTdn
ItiKl"'"
|T|<1i r K C '

(C' étant une constante positive indépendante de p.).
Comme p < 2d et p < n, on a bien le lemme (3.1).

LEMME (3.2). - On a :
,,. ( -•lk^kn-â-pl'l\

Î a = 0\tt m~k ) ; V-——>+°».
-2fc+2fc.

^,3 =0^

Preuve. — Comme k > d et m — k > n — d , on déduit de
(3.27) que :

^<cfff _^_ '^-""'-^(l+l/lt?1/2

l"^'1"'-" +|r||•r^|- l/2)-2fc-pdrdrdî^
<c/ „ ^|-^-P/2 ̂

]^|>^OT-fc

^c^-"^^:^-
D'où le lemme (3.2).

LEMME (3.3). - Quand p —>• +00, on a :

O^-2^2^) ;^md-^-p(^--^>0
.2

1̂  = ^ O^-2"2'^ Log^i) ; ̂  md - kn - p(^-- k) = 0

(^_PJI) \ . . . (mm-k -+,/ ; siO^^^^2).) ;^md-kn-p(^-k)<0.

Preuve. — On utilise (3.27) sous la forme :

^(^nKCaryl^-h \ t \ \ r î \+ \T \ ) - p (^2k +\rî\m-k^/i^
+ \t\2k\rî\m + iTi^i^r-^r3

pour (z , ?) dans V, et I ?| > 1 .
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On fait alors le changement de variable :

(^'^r^'^ \ r î r l / 2 T , p r y ^ ~ k \ r î \ l / 2 t )=(r î f , r \ t f ) . (3.28)

On obtient alors que :

11^ _»_ l^,?)!^?
^m < \ï\<^m-k

\r\<W

^C^'2^2'^^^ f ^ ^-^-P/2
1 / 2 / 1 m<w- f c)<lrîl<2

x f ff (1 + | r | + | T | ) - p ( | T ? | - w + f c + l + | ^ | 2 f c + | T | 2 f c ^ l A d T ) d 7 7 .
^R^xR^

Comme p < 2d, on a :

j[jT^ ^ lî^Cz,?)!^^
^w O^K^-^

iTKIîî l

^ï.^1. n-d-pll
<Cui '^^'f ^ |^|-'«^-P/2

IftiJt m(m~k) < |t)|<2

x(' iï (\t\+\T\)-p(\rî\-m+k + 1 + | f |2 k+ iTl^r'dfrfT)^

^^XR^
-2k+2fc^^-£Û. y -p^-^^-ÊV^-fc)

<C/i "'-* j 2fc2 I î? l v 2fc / riî?.

1/2 M '"("'-^ < | î ) l<2

Compte tenu de (3.26), on en déduit que :

11^1 <C(.————^/2 ^r-^-^-^r

>/^ '"^-^ +M-2 f c).

Le lemme (3.3) s'en suit alors aisément.
La proposition (3.1) se déduit alors de (3.22), (3.26) et des

lemmes (3.1), (3.2) et (3.3). C.Q.F.D.
On a le corollaire suivant :

COROLLAIRE (3.1 ). - Soit A^ eOPS^"'"1'"2''-1^,^) où l'on
a : m — k> n et k> d .
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Alors A^ est un opérateur à trace et on a :

i) si md — kn > 0
/ -2^-\

TrA^ = o\vi m ) ; yi—> + oo

ii) 5; mrf — kn < 0

TrA^ = o^2^2^-^) ; ^ — — ^ + 0 0 .

Nous aurons également besoin des propositions suivantes et de
leurs corollaires.

PROPOSITION (3.2). - Soit A^ G OPS^"'-2^1 (i2 , 2).
On suppose toujours que : m — k > n et k> d .
Alors A^ est un opérateur à trace et on a :

i) _» md — kn + — > 0

/ -2fc+2fc-l\
TrA^ =0(jLi w^ ; n——> +00

ii) s^ md — kn 4- — = 0

^ \^ m Log M7 ; ^ ——^ + oo
/ -2fc+2fc-^. \

TrA -0^ mLog^ ;

iii)^ md — kn + — < 0

/ -2fc+2feyI-d- l/2\
TrA^ =o(jA m-k ) ; ^i——> +00.

COROLLAIRE (3.21). — Sous les hypothèses de la proposition
(3.2), on a :

i) si^ md — kn = 0
/ -,2^+2fc-^.\

T r A ^ = 0 ^ m ) ; ^ — ^ + 0 0

ii) si_ md — kn <0

TîA-o^2^^7^) ; ^ — — ^ + 0 0 .
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PROPOSITION (3.3). - Soit \ ^OPS^1--2^-2^, 2).
On suppose toujours que : m — k> n et k > à.
Alors A^ est un opérateur à trace et on a :

i)_s^ md — kn — (m — k) > 0
( -2fc+2fc^i-\/ -2fc+2fc^i-\

Tr A^ = 0 (jLi w ; ; ^ ——> + ooTr A^ = 0 (ji m )

ii) si md — kn — (m — k) = 0
/ -2fc+2fc-"—i/ -2fc+2fc-"—i \

T r A ^ = 0 ^ w Log^ ; ^ — — ^ + 0 0Tr A^ = 0 (jn m L

iii)_^ md — kn — (m — k) < 0

TrA^oC^2"2'^) ; ^ — — + 0 0 .

COROLLAIRE (3.3). - Sous les hypothèses de la proposition (33),
et si md — kn > 0, on a :

( ^2fc+2fc-"-\
TrA^ = o(jLi w; ; ^LI——> +00.

Démonstration de la proposition (3.2). - Elle suit les mêmes
étapes que la démonstration de la proposition (3.1). La majoration
de Tr A^ ne pose pas de problèmes nouveaux. On se ramène donc,
comme précédemment, à Fétude de Tr û^ (z , D^) (/ = 1, . . . , N).
L'estimation (3.27) est remplacée par l'estimation suivante,

lû^z,?)! < C (^-^-^(l + \t\ <r?>1 /2 + |r| <r?>-1 /2)
m —k

x ( l + ^ < î y > 2k + \t\ <T?>1 / 2 + \T\(rîrl/2r2k (3.29)

dans V^., / = 1 , . . . , N .

On en déduit que le lemme (3.1) est encore valable (avec p = 0)
et que :

I^I-I^T _^^\z,Ï)dz^\
l?!;»!/""*

<cf 2fc W-'"^-1!2 dr)
l^l>H"'-k/2

_^^"-tf-l/2
<CAI '"-'^ (3.30)
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LEMME (3.4). - Soit 1̂  = ff^ 2k ^\z , ?) dz d^
^m <^\<^m-k

On a :

i) si^ md — kn 4- — > 0

I^-O^-2"2^) ; M — — + ~

ii) 5'; md — kn + — = 0

^2 = o(^-2k+2fc^Log^) ; H——— + oo

iii) si md — kn + — < 0

,^.o(,-———^) ; ,̂ ,.,

Preuve. — On utilise (3.29) sous la forme,

l'a^z.nKCdiîl-1/2 + |f| + |T | |T? | - 1 )
^(\r)\m-k + ^k+\t\2k\r^•m+\T\lk\^]\m~2'c))~ï sur V,.

Le changement de variable (3.28) permet d'obtenir :

ffj^ _^_ \^\z^)\dzdÏ
n"' «ÎIÎ-KH'"""^

_2l-+2Jt;^—£_l^ /.
<C^ '"-fc / ^2 lî,!-'"^-1/2

1/2 „ '"('"-fc)«;|^|<2

(^Td d (1 + 1 ^ 1 + iTDdi?!""'^ + 1 + 1 ^ 1 2 f c + \r\2'crlcltdT)drî
R X H

-2fc+2fc^-^l /•<• p „ m—k <
^C M J - 2k 1 -".(m-IO-lll

1/2 M m( '"- f c )<l1ll<2 Uîîl

(m-fc)(2d^l)+fc \^

+ | T ? | 2k /
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Par conséquent :
îfc+îi'ZÎ-^L—L/2.. />2 dm-kn-^m/2 ,H^KC^ -2fc+2fc-^"/2 ^ ,-—i—^-1^

J ^ m(m-k)

Le lemme (3.4) s'en déduit alors aisément.
La proposition (3.2) est donc démontrée.

Démonstration de la proposition (33). - Elle est identique
aux précédentes à part quelques modifications mineures.

(3.21) devient :
1^(^,S)KC(1 + I Ç D ^ d ^ r +^+2)-i ^

On en déduit que :

Tra^D^O^-2^^-2"^).

Comme n < m on a donc :

T,A;=o(.-""1^). (3.3,,

L'estimation (3.27) devient :

l '^ / )(^,nl<c<Tî>-'"+fc(l +^u<T^>~'"^~+ m<iî>1 /2

+ M (î?)-172)-2*-2
^^

dans V^., pour / = 1 , . . . , N .
On a alors :

ff ^\^\^^\dzdÏ
IÎ-KM'"
lT l< |7î l

^Cn-^jff ^ (l+M<î?>'^+I^Kî?)^2

'l̂ Ïl'" +|r|<r,>-1/2)'2^^^
IrKC'

/ JL
<C^-2fcJy ^ ( ,1+^+ | r | < r ? > 1 / 2

'î^^ +|T |<r?^ l / 2 ) ' " 2 AdT^
I^KC'

-2fc-^ /-/•
<C^ w JJ M dTd7?.

lîîKM'"
IrKIîî l



OPERATEURS HYPOELLIPTIQUES A CARACTERISTIQUES MULTIPLES-I 63

Par conséquent on a :
-2fc+2fc"- 1

II^iKCM w . (3.33)

Comme dans la démonstration du lemme (3.2), on déduit de
(3.32) que:

-ïk^kJl.-jî.
\^\\ < C ^ m-k . (3.34)

LEMME (3.5). - Quand /A ——> + 0 0 ^ on a :Î ( -2fe+2fc^——\
0 ̂  w ^ , si md - kn - (m - k)>0

^\ = O^2^^"^" Log;x) ; s^ md - kn - (m - k)= 0
1 -2^2fc——4\

0 ̂  w-"; ; si md - kn - (m - k) < 0 .

Preuve. - Le changement de variable (3.28) et (3.32) montrent
que :

ff^ ik \^\z^)\dzd^^
^m <\^<nm~k

n-<S „ - / m-k^c^2'^ fff__^_ 1^1 -^ (1+ i r ? r 2 f c
M ^^-^/î <lnl<2 \-2fc-2

+ 1 ^ 1 + \r\) dtdrdrî
^k^k^ /• .^(m-k^^-^m-k I ^ | _ | k k2k2 \rî\
-2k+2k ——. /» -_(^-fc)+—s—2.

<C^ —^ j __2k^__ I ry l fc fc dr?.
^ m(m-k)^ <|7,|<2

On en déduit alors facilement le lemme (3.5).
La proposition (3.3) se déduit alors aisément de (3.31), (3.33),

(3.34) et du lemme (3.5).
C.Q.F.D.

4. ETUDE MICRO-LOCALE DE LA RESOLVANTE

Soit P ( x , D ^ ) l'opérateur pseudo-différentiel classique du § 1
sur Î2.
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On sait qu'en tout point ?ç de la variété caractéristique de
P(^ ,D^) , 2, il existe un voisinage conique V de ?o, une trans-
formation canonique, 3< :V—> T* R"\0, et un Fourier intégral
elliptique, d'ordre zéro, associé à 3<, U, tel que :

WF'(U*U - i ) n v = 0,
WF'(UU* - I ) n v = 0 (Ç=3<:(V)

et 2 = 3K:(2 H V) est donné par (3.2).

Alors, P (z ,D^) = U P ( x , D ^ ) U * est un opérateur pseudo-
différentiel classique, admettant un symbole, ?(z, Ç), ayant un
développement asymptotique en termes homogènes,

P(z , ?) = Pm(z , ? ) + • • • + p^_^z , ? ) + • • •

P^-/^»?) étant homogène de degré m - j et sa restriction à V
s'annulant à l'ordre [2k - 2/]+ sur S.

A l'aide de la formule de Taylor on peut écrire dans V :

^-,(z,r)= ^ û<^(z,?)^ ( / = 0 , l , . . . , f c )
Iû(l+l<3|=2fc-27

^-^i^-^

a^c <VZ^)esl,o ( R M ) -
Soit alors,

^ fc
PE^»?)=PE(^^; Î?^)= I S ^(^,O,T?,O)^

/=0 la|+|^| ï=2fc-2/

On peut écrire :

P ^ ( y , t , r î , T ) = ^ ^^(^,7?)^^
la|+|^|<2Â:

_fc+l°Ll-iêL
^C ûa^(> /^)eS^ 2 2 (R^-^).

Pour tout ? e s n v , on choisit sur (T^ 2)1 des coordonnées
symplectiques ; alors l'opérateur différentiel à coefficients polynomiaux
P^.a,J),) du § 1 associé à P(^.D^) a, d'après [7], le même spectre
que ^ro^l^) desymbole, p ^ ( y , r , T? , r), si 3<ï?)=(^,0;î?,0).

On identifie ( ^ , 0 ; i ? , 0 ) à (^ ,7? ) .
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Par conséquent, œmpte tenu des hypothèses du théorème 1.1,
pour tout (y , T?) ̂  2 , ^ P ç y ^ Ç t , D^) réalise un isomorphisme sur
^(R^) et grâce à (1.1), Pçy ^ ( t , D ^ ) est formellement auto-adjoint.
Mais (1.2) nous dit que : p ^ ( z , ? ) > 0 ; V(^,?)eV et, comme
îm (z » ?) s'annule exactement à l'ordre 2k sur 2 , on a bien :

P^yc = Z Û^O/,T?)^>O ,
|a|+t^|=2fc

V(^,7?)^2 et VO.-OeR^O.

Par conséquent, pour tout (y , 17) E 2 , l'opérateur différentiel
P ^ ^ ( ^ , D ^ ) vérifie les hypothèses du § 2 et, pour tout réel ^LI,
P ^ ^ r . D ^ + f ^ I réalise un isomorphisme de B2^!^) sur
L^R^) d'inverse a ^ ^ y ( ^ , ^ , D ^ ) . Il résulte du § 2 que, pour tout
(y , 17) E 2 , ^(y^) (^ ̂ , Df) admet un symbole complet,

^^(^.'oes-^R^).

Mais p^ (>», ^, 17, r) vérifie la propriété suivante :

Ps(^,^ l / 2 ^^,5 1 / 2 T)=5 w - f c ^(^,^ .T7,T) ; V 5 > 0 . (4.1)

On en déduit que Oçy ^ (^, t , r) vérifie :

a(^rî)(^^^)=^~fc^,^)G'^^^>^l/2^^/2^ V 5 > 0 .
(4.2)

On a en particulier :

0(y^.^r)=\rî\-^-^a {^(mwl ^. |r?|1 /2 r, l^r1/2^
^''îîl) (4.3)

Par conséquent, d'après le § 2 :

a^O^.îOes-^SxR2^1).

On en déduit que, pour tout multi-indice (a , j3 ,0 ,7), il existe<"̂ /
une constante C^^ > 0, telle que, pour tout (y , 17) ̂  S , pour
tout ( r , r) ̂  R2^ et pour tout ^ > 0 on ait :

-m^-l'yl-^1^l8;a?ôî;a?a^^(^,r,T)i<c,^,jr?i 2 2

m —fc

xd+^i l^r" + l î? ! 1 7 2 ! ^ + lîî l-^' iTl)-2*-'"1-1^. (4.4)
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Soit \(z , ?) = x(^ , t , 7?, r) une fonction C00 , positive,
homogène de degré zéro (Le. x(^ , sÇ) = x(^ » ?). V 5 > 0 , |?| et
\s^\> 1/2) à support dans V.

Soit O y ( z , ? ) le symbole

o^(z,?) = o^,r;ry,T) = x(y , t , r î , T ) .Oçy ^ ( f j i , t , r ) . (4.5)

On a d'après (4.4) : o^(z, ?) G S^^W , 2).

PROPOSITION (4.1). — 5oi<5 teî hypothèses du théorème ( U )
et (4.5), si V est choisi assez petit on a :

(P(z ,D,) + i^\) ^(z,D,) == x^ , D,) + r^(z , D,) + r^,(z , D,)

où \(z , D^) ^5^ Vo.p.d. de symbole complet \(z , ^) ^^ .'
^^(z^^GOPS^'-'^R^S)

^^(z,D,)eOPS^(R\2).

Démonstration. — On peut toujours supposer que V est choisi
assez petit de façon qu'il existe ^(z , ?) G SÎo(R n ) , homogène de
degré 1, égal à 1 sur V, de support à base compacte inclus dans un
cône V tel que : V C {(y , r , n , r) ; \v]\ > 1/2 ; |r| < \rï\} et
WF'(UU* - i )nv ' = 0 .

Dans ce cas on a :

(P(z , D,) - ̂  (z , D,)) x^ , D,) G OPS'"-2^1 (R" , £)
et donc

r^^z^D,)^ (f(z,D,)-p^z,D,)) \\z ̂ ) ^(z,D,)

^^(z^^EOPS^^R^,^) (4.6)
et
(P(z,D,)-^(z,D,))(l-x 'a,D,)) ^(z,D,)eOPS^OO(R^S) .

Ecrivons que :
(p^z , D,) + i^ï) ^(z , D,) = c^(z , D,)

avec c (z , D^) de symbole complet :
^(z,?)=(27rr"^\ ^ ^^ /(Ps(^?+^)+^2fc)

x x(^ -y'/t - t' ; r?,T)o^_^^( jLA,r- r \T)dz 'ûf?\
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Comme P ^ ( y , t , D y , D ^ ) est différentiel en t d'ordre 2k,
on a :

—|a|

CÂA z î laÀfc a! -R^xR"-^

^ 9? (Ps^ . t , î? + r/, T) + i^) x ô? ^(y - y ' , ̂  r ] , r) d^ A/ .

Posons :
r'^

^.o^ . ?) = S ——-9?(PE^ ̂  ̂  , ̂ ) + ̂ 2k) 9? ̂ ^ ̂  ̂  - T) .
\&\<2k a '

Comme a^ ^(j^, t , D,) est Finverse de (Pçy^ ( t , D,) + i^ I)
dès que (y , T?) E 2 , on en déduit que :

2k ^-lal

^ , o ( ^ ? ) = X ( ^ , ? ) + S — — r ^ P ^ y ^ , r î , T )
|û!|=l a'

'.^«ÎÏÏ^-BT9''^'"3^'^''-'-^-

Mais, d'après la formule de Taylor, on a pour tout entier M > 1 :
,-lal , -1-y l

^(2,?)-C^(Z,0= S ———— ^ ——T9^^^^'7''^
|(t|<2fc — • K I ^ K M 'Y •

xa;9^^(j ' , f ,n,r)+^^(z,n
avec

,—l"l ,—l'yl /„r,M(^n= ^ —M z —J ^'1'1
l<»K2fc "' 1^1»M 7! "R^^xR^^

xÇf1 ( ï - s ) M - l ^ ^ p ^ ( y , t , • n + s ' n ' , T ) d s )

x 9^o^-j/,f,îî,T)d/A/.

On vérifie alors aisément grâce à la proposition 2.1 de [3] que,

c^z , ?) - c^o(z , {•) € S^-^'-^R" , 2). (4.8)

Et comme \(z , ?) G S^o(R"), on déduit de (4.6) que :

^,o(^ > ?) - X(z , ?) G S^'-^R" , 2). (4.9)
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Par conséquent (4.6), (4.8) et (4.9) prouvent la proposition (4.1).
Notons maintenant %(y , 17) la fonction positive, homogène,

définie sur S par, ^(y , 77) == x (^ , 0 , rî , o) .v | î? l /

Remarquons que, pour tout (y , 77) ^ S , on a :
Hess^ P^ , 0 , 7? , 0) 0 , T) = S û^(^ , 77) ̂  r0

lal+l^l=2A:
et

^O^)-^/ s ^ ^ ^ ^ ^ \ < . d t d r '
\\a\+\(3\»2k o i ^^ f l / )

PROPOSITION (4.2). — Sous les hypothèses du théorème ( 1 . 1 ) , si
m — k > n et k > d o^(z , D^) (défini en (4.5)) est un opérateur
à trace et, quand md — kn < 0, sa trace admet le comportement
asymptotique suivant lorsque IJL tend vers l'infini :

i) Si md - kn < 0

T^.D,)^-""1^)-^^

"I , /-. ,(,U^-'<- îo'•'')*"i'l
""(îïmT») *) '
0° /» „

"~ S / Ï(^ ,r\}dydr{ )
7=1 ^-/(^r^-i ^

- ^ ————7——— Z f Ï(y , r?) ̂  dr7
sinf ^"d TT) /^\o\-^^'<1 )

\2(m-k) 1
( ,2^+2fc-"-4\

+ 0\JLl w-fc/ ; ^t ——> + oo

ii) 5'f md — kn = 0

_^^^.^^J1. 2fc •"• 6^
Tr ^(z , D,) = ^ m Log î m (27T)-" ^

[ mr . mr \ r
x ^ ——————— - ï —————— ) J - ,, . , X(^» r])dydrî

v / M7T\ / W T T X / y(Pw)(>/^)>l
2mcos(—) 2msin(-—)

^2m' V2m>'
/ -2fc+2fc—^

+ 0\JLl / ; /X ——^ + °°
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où (^0^7?))/ez\o désigne la suite des valeurs propres de Pçy ̂ (^,D^)
rangée dans l'ordre habituel.

Démonstration. - Dans la suite C désignera toute constante
positive indépendante de M . Comme o^(z,?) (de S^"2^" , 2))
a son support à base compacte, la démonstration de la proposition
(3.1) nous dit que l'on a la formule :

Tr ^(z , D,) == (27r)-" ff ^(z , ?) dz rf?.

Par conséquent on a :
/ -2^2fc-4\

- -, - , 0^ w - f c / ; si md-kn<0
Tr^ (z5D2)== / -2.̂  ^

OYjLi w LogjLi/ ; si md-kn==0
quand jn —^ + oo .

Comme x(^, ?) (de S?o(R")) a son support dans V, si
^(z , ?) = ^/(.y , ^ , 17, r) est un symbole classique d'ordre zéro, égal
à 1 sur le support de \(z, ?) et de support à base compacte et
inclus dans un voisinage conique de 2 de la forme {\rï\>\/2;
\T\ < I T? 1} , on déduit de la définition de \(y , 17) que :

^(V , t , î?, r) (\(y , t , ry, r) - \(y , 7?))
(^)^ - / ' T) e S^'-2^1 (R\ S)

et que son support est à base compacte.

La démonstration de la proposition (3.2) nous permet de dire
que :

ffff IV/O^^r?,TKxO^^^T) -XOM?))

a^y ^ ( ^ , t , T ) \ d t d y d r d r î

/ -2k+2k^ m
( ^ m ; si md - kn + — > 0
) -2fc+2fcJL m

< C { ^ m Log ̂  ; si md - kn + — =0
-2^2^-"-^^ ^

î ^-^ ; si md - k n - { - — < 0 .
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Et donc, pour tout C' > 0 indépendant de ^ , on a :

/ i î î i>i/2 ( x ( y , t , r î , T ) — \ ( y , T?))
lrl^<c-

a ( y ^ ) ^ ^ , T ) d t d T d r î d y

O^"2^2^) ; si md - kn = 0
/ -2fc+2fc^\

o \JLI w-^ ; si md-kn<0. (4.10)

LEMME (4.1). — 5Ï md — kn < 0, OM û ;

Tr ^(z , D,) == W^tt/f ^V , r?) <ï(^rï)(^ .^r)dydt drî dr
( ^^fc."-^

+ o Y^i '"-"y ; ^—^+00.

Preuve. - Grâce à (4.4), on a les estimations

ffff i i \^(y^)0(y ^^,T)\dydtdrîdr
^^>cl

l î î l>l/2

<c^ „, ^rî\~(m-k\l+^\rî\~(^\\rî\i'2\t\

^S^ +|T?|' l /2|T|)-2^dTdr?
/ (m-k) v -2fc+2d

^C^^^Jrïl^-^U+^lr?! 2fc +|r?|1 /2 ; ^ .

-2fc

On fait le changement de variable, ^ m 17 = T/ .
On en déduit alors que :

fjjj M 1 X(^ , ri) a^ ^, r , r) | dy dt dn dr
l r l+—>c' "' "lîîl

lîîl>l/2

<C————f ——l,!-^"-^,^^ )'"'"„.
""" /' (4.11)

Comme dm — kn < 0, on a alors :
/»/̂ »/» _ 2 fc + 2 fc ^

J/1/ 1,1 l î (>' , î?)0(y^(M,/,T)|^^dîîdT<C^
l r l+îîiï>c ' (4.12)

l r ) l > l / 2
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Mais <^(z , ?) G S^'^R" , 2) et donc on a :

^T ^ ^(z.Ddzd^O^-^). (4.13)

M — d ^
Par conséquent, en remarquant que : ——— > — quand

m — k m
dm-kn < 0 , on déduit aisément de (4.10), (4.12) et (4.13) que,
si dm — kn < 0 :

Tr^(z,D,)=(27^)-MfflJ
^ ^^IT^I^

/ ,2Jl 12J I rî-d \
X(3;,77)^,rï)(^^^)^^^^+0^ ^"^ ; JL l——^+00.

(4.14)

En utilisant (4.4) et en faisant le changement de variable (3.28),
on a :

^Ki/2 ̂ ^^(y^.^^dydtdrîdr
- 2k + îk n~d nr _ (m-k)<c^ ^ j ] j _^_ i^-^-^i^r 2k

\rî\<n m•~k|2

+ |^ | + |T| + l)-2^ dtdrdrî

_2fc+2fc-^ /• -(^-fe)^/ -SIrJL \-2fc+2d
<C^ "-"J —2_ |r?| ^|r?| 2k +l) drî.

| î î l<M w"' /2

On en déduit alors que, si dm — kn < 0 :

^ni<i/2 X^,î?)^,,)(^^^)^^^=:()^"2fc+2d). (4.15)

Le lemme (4.1) résulte alors de (4.14) et (4.15).

LEMME (4.2). - Si md - kn = 0, on a :

Tr^(z,D,)=(2.)-"JJ/__ ^
^m /2 OTÎI^^""

X(y , î?) °(y,rï)^ , t , r ) d y d t drf dr
( -2fc+2fc- \

+0^ w^ ; M-^ +0 0 .
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//
Preuve. - Les lemmes (3.1) et (3.2) montrent que si md- kn == 0,

a^z , ?) dz dÇ =ff^ ^_ a^z , ?) dz d?^ , ;
M"" <l?l<^

»\/ ,2fc+2fc-2-\
+0^ ^ ;; JLl——^ + oo. (4.16)

Mais (4.10) nous dit que, si md — kn = 0, on a :

j j j i j ^L 2k KxO^,7?,T)
1/2 ̂ m <\rï\<2^

\t\^<C'
hl

- X(y , ' n ) ) 0 ç y ^(^,t ,r)\dy dt dridr
l -2fc+2fc-"-\

=0^ m ) ; JLI——^ +00 . (4.17)

D'après (4.4) on a aisément :

JJJJ 2JL 2k \X(V »7?)o ^ (^, r î ) (^» r ,T)\dy dtdr\dr
1/2^'" <\rî\<2^

\t\^.>C1

l î î l
w —fc

CJfiÏ^ 2L ^W-^-^W'^
\|2^m < lTî l<2MW - f c

l t l + | T | > C ' lîî-11/2 -2^

+ 1 + | ^ | + |r|/ dtdrdrï
r , J -2ÎLdL \-2^+2d

< C J ^ ^ Irpl-^-^^lT?! 2fc +|r?| l /2^ dr?.1k 1k \r\\ v /^

1/2 ^1 w <| î î l<2MW~ f c

On fait alors le changement de variable
1k

fi m î? = r/ .

On en déduit alors, pour md - kn = 0, l'estimation :

JJJJ i-L L̂. X(^ , î?) ̂ . ^)(^i, t , T) dy dt dr] dr
1 / 2 M W <\'^\<2Hm-k

l^l+ ll l>c'
/ -2Â:+2fc-î-\"' -^L-2^2^=0^ w/ ; ^ — — ^ + 0 0 . (4.18)

Le le-mme (4.2) résulte alors de (4.16), (4.17) et (4.18).
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LEMME (4.3). - Si md - kn < 0 alors,

(27r)-" ffff ̂  'r?) a(y.^ (tl ' t • T) ây ât d^ dT

=^k^W-n+<l -n^cL (

2(m - k) { , n -d x
' cos ( ir -————)

V 2(w - k))

;i-<X/(^)i<i îo^)sgn^,r,)^

"'...̂ Î /.eL^^^
V 2(m-k)/

Preuve. - D'après la définition de 0(y^)(V- > t > T) > on a :

(2ir)-" ^QJ x^ , T?) ̂ .^(^ , t , r ) d y d t dn dr

=(2vrn+d ff ̂ y^)^0(y^,t,D,)dydr(

=(27^)-"+d S ff^y^)——___^^^
/•ez\o"' AI/OM?) + 2^^

Mais d'après (4.1) les valeurs propres (^.(.y, î?)),ez\o ont la

propriété d'homogénéité suivante :

^(y,1^)=r-<•m-k)^.(y,rr]) ; Vr > 0 (4.19)

et comme '\(y , 17) est homogène de degré zéro, on en déduit que :

(2îrr" ffff ̂  'T?) °(y.^ , t , r ) d y d t d-q dr
n-d

^———^^)—— ^ ff x(y^ dydr,.
;ez\o - ^ , ( y , r î ) + i

On passe en coordonnées polaires :
(r, co) G R x s""''"1 (S"-'*-1 désigne la sphère unité de dimension
" — d — 1 ) puis on fait le changement de variable :

(^(y , ̂ T^ r , u) =(/•', 6J) , si / > 0
et ^

((- ^(y , ùj)/""^ r , u) = ( r ' , w) , si / < 0
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alors compte tenu de (4.19) on a :

(27r)-M IHf ̂  î ̂  a(y^ , t , r ) d y d t dr] dr
n-d

' m —k=.-»«*-(2,)——— 1: ff——————^^y, ,)+,)„„,
/ez-o ^7 \y s ^ ) T 1

-2fc+2fc:^4 .. ( /l+00 ^-^-^-1Î /l+OO Y'*——^ ' m — — ' V — — A

(^-"^ /o ^-^4-1 dr= ^
m-k //^-„.\-»+^

l/7r) ( Jo y2(m-k) + i

Ï ^Ln-d.n-d-t Ï(y^)/ez-o "R^'^xs'1
n-d

1^-(^,^)| """^ sgn^.(^,cj)^da;
/»+oo yn—d— 1

-! ^o ^^TT^
n-d

yeL ^R-^s"-"-1 X(>'.^)l^-^,a,)r^^^l

Remarquons que dm — ÂTZ < 0 <===» — ——— > 1 et, compte
d m — k

tenu de (2.10), on voit aisément que l'expression précédente est abso-
lument convergente si md — kn < 0.

En utilisant les formules bien connues des fonctions bêta
(cf. § 2), on obtient que, si md — kn < 0 :

(27r)-" ffff xçy 'r7) °(y^? fï T) dy dt ârî dr

' ».-""• ̂ w— • (
2(m - k) ( . n - d v

cos (TT ————— )
Y Km-k))
n-d

{ x H ff ÎC^^I^O^)!'^'^ sgnjLi/^,cj)û?^ûfùj
\ /ez\o ^R^-^xs"-^-1

y rr
A-', JJ^n-c

— i
^..^-^^•^O^-^S————,n^^_a_)/•eZ\o-R"-a>cS"-°-

\ v î(m-k)f ^
\ ^ / ^ . , ^ . » » » — I r

5c(>',<^)ljLi,-(^,^)| '"-fc ^dco . (4.20)
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Remarquons enfin que l'homogénéité de \(y , r?) et celle (4.19)
de ^.(y , T?) impliquent que :

ff^^n-a-. ̂ y^)\^y^)\~^dyd^
= (n - d) ff \(y , r])dy dr\.

JJ\^(y.ri)\<l

Le lemme (4.3) en résulte alors aisément, compte tenu de (4.20).

LEMME (4.4). - Si md - kn = 0 alors :
(27rrn ffJ] 2k 2k X(^ , r?) 0(y r))^ , t . r ) d y d t dr\ dr

^/aoTî^^^
-2 fc+2A:— 2k^- d r n TT

=^ m LogM m (W - 1

^ 1 2m / n'n
cos(

-2m-
71 n r——— x J. / ^x ^(

^ ^ -i /• ^
-z ^— ——— x j \{y^)dydn1m . / mr^ t/^'(p^)(^,Tî)>l

sin ——ï
<2m/-1"(^J

/ -2^2fc-\
+ 0^ m ) ; ^———^ +00.

Preuve. — Faisons le changement de variable (3.28), alors compte
tenu de (4.4) on a :

j j j j ^ ^ \(y , r?) Oçy^ , t , T ) d y d t d^ dr
M l'I <lTî l<2^w -"

-^"'^M-»—
Ui w(w-fe)^ <|^|<2

5<(> ;,î?)^(^,Tî)(l ,t , T ) d y d t d r î d r .

On passe en coordonnées polaires et toujours grâce à (4.4) on
en déduit que :

fff Jt 2fc ^(y , r î ) O ç y ^ ^ , t , T ) d y d t d r î d T
1/2^ <l r î l<2MW - f c

-2fc+2fc——^- /.2
^ K ^ ^ ^___dr({f[f

\~m(m^l^ yJJJJHn-<i^Sn-d-1^2d

r ( m • ' k ) x ( y ^ ) 0 ( y ^ ) a ( y ^ ) \ r ~ 2 k , t , r ) d y d ^ d t d r ) .
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Alors l'estimation (2.6) de la proposition (2.1) montre que, pour
tout (y , a?) dans le support de ^(y , a?) :

(> w -^ \ r ^ i<, ,-^r-. .L .̂ r^ ^ . d v\ff ( m -k \ — ,

r-^-^^dtdr-^——L
\ 2k f-nd(y,^)

x r m-k—(m-k)
x ff dtdr

r2;,2fc(>'.cl;.r^)<l

m-k-^m-lc^^<Cr

On en déduit alors aisément que, si dm - kn = 0 •ffff ^ 2fc X(V ,rî)a^y ^^,t , T ) d y d t d r ] d r
fn —k1/2^ < | 7 î l < 2 ^

-2k Tt
= AI

vd\ / vd\
cosi—) sm^]

2k /VÛ\ . /7Tûf\

W sm('̂ )^2Â:

'(^^^'^""'^^-^^-.x^,^

^4,».,—,,.o<,) *""+ 0 ̂ "'"^). <•—.PS .l^y^^dr^^ <\

Par conséquent, si ûfw — kn = 0 , on a

-̂ - î(^ , T?) 0(y,^ , t , r ) d y d t drf dr

X (y , a)) î/(^) (^ , cj) d^ rfo)

+ ^ . (4.21)

Mais grâce à (4.1) on vérifie que v(p^) (^ ,7?) a l'homogénéité
suivante :

^(m-fc)
î;(^) (^ , î?) = ̂  ^) (^ , ̂ î?), Vr > 0 . (4.22)
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Alors l'homogénéité de \ et (4.22) montrent que si
dm — kn = 0 :

a.̂ -d^-^-i XO^^MÂ^C^^O^dcj

= (n - d) [ f x(Y , r?) ̂  û?7? . (4.23)
v(pm)(y'^>1

Le lemrne (4.4) découle alors de (4.21) et (4.23).
Les lemmes (4.1), (4.2), (4.3) et (4.4) prouvent la proposition

(4.2).

5. ETUDE GLOBALE DE LA RESOLVANTE

5.1. Construction de la paramétrixe de P + i\ l .

On se place toujours sous les hypothèses du théorème (1.1).
À sera un réel positif (assez grand) que l'on écrira, X == jLt2^ avec
jn > 0 . Toute constante positive ne dépendant pas de ^ sera toujours
notée par C.

Remarquons que, si dans un système de coordonnées locales,
la densité dx est donnée par g(z) dz , où g G C°° , g > 0 et dz
est la mesure de Lebesgue sur R" ; alors si 0 est le difféomorphisme,

0(z)=z' ; ^-r^TT-1—77^ ; ̂  . /-2,. . . ,»
0 o V ^ î ^ î î * ' ' » " n ^

par partition de l'unité on construit une densité C°° , positive, dx'
sur î2 , donnée dans les coordonnées z ' par une mesure de Lebesgue
sur R" , û?z', et une transformation unitaire,

U: L^n.dx) —> L2^,^')

\J(v)(zf)=w(zr) ̂ (^(z')).

Comme U est un Fourier intégral elliptique, il résulte de [9] que
l'opérateur UPU* vérifie les mêmes propriétés que P.

On peut donc toujours supposer qu'il existe un système de coor-
données locales tel que la mesure densité dx soit une mesure de
Lebesgue sur R" dans chaque carte locale.
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PROPOSITION (5.1). - Sous les hypothèses du théorème (1.1),
il existe un opérateur A^(x , D^) G OP S^'^CÎÎ , 2) re/ que :

(P + ^2fc I) o A^(x , D^) = 1 + M^(JC , D^) + M^x , D^)
avec,

M°^x , D^) G OP S^0^ , 2) ^ M^Oc, D^) E OP S^'-^S) .

Z)^ pto ̂  m — k > n, k > d et md — ^2 > 0 , on a :

—2k+2k— ri r 7T ÎT ^
TrA,(x,D,)=^ w -î-1——^— - ,——î——1^M 2w / TTM \ / m \ \ A

cos(-—) sm(-—)
/ TO N . / m \ \
(-—) sm(——)
\2m/ v2m/J
/ -2k+2k^\

+ 0^ m ) ; ^——^ + oo.

Démonstration. — Dans une carte locale où la densité dx est
une mesure de Lebesgue sur R" , on considère A^(x, D^) l'opérateur
pseudo-différentiel de symbole total :

a^x , S) = (P^Oc, ̂  + û^-^ , S) + i^r'
où ^-fc(^,S)= ISF"^ dès que I S I > 1 .

On vérifie alors comme dans [3] que : a^(x , Ç) E S^'"2^^ ,2).

Si p ( J C , Ç ) est un symbole de P(x, D^) dans la carte locale,
on vérifie aisément que :

(p(x , D^) + i^ I) o ^(x , D^) = 1 + r^ , D^)

r^(^,D^) est un opérateur pseudo-différentiel de symbole complet
^(^ » 0 vérifiant, pour tout entier N > 0 :

r^x , ^) = (p(^ , ^) - p^x , ^) - d^(x , ^)) û^(x , S)
N ,-lal

+ S — — ^ P ( x ^ ) ^ a ^ x ^ ) + r ^ ( x ^ )
|a|=l a'

avec :
,—|a| „„

^,N( ;c^)=(2lr)-" S ( N + l ) — — — jj e-1^'
l a |=N+l a- R"xR"

x(/ l( l -s)N^^(Jc,s+5r)&) a^^(x-^,^)^'^'.
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Comme 3^p(^ , S) G S^o^10'1^), on vérifie, comme dans la
démonstration de la proposition (3.5) de [3], que :

-^1,0
^.N^^S^2 2 ( Î2 ,2) .

Mais, r^x , Ç) - r^^x , ^) G S^''2^ , 2) .

Donc, si : M^x , D^) = r^x , D^) - r^^x , D^

on obtient que, pour N assez grand :
(P(x, D) 4- i^ I) o A^(x , D^ - 1 - M^JC, D^)

=M^(x ,D^EOPS^ l > o ( î2 ,2 ) .

Comme p^(^,ê) est homogène de degré m et s'annule exac-
tement à l'ordre 2k sur S , on vérifie aisément, compte tenu de
(1.2), que: /•

J (^(^)+0-1^^
"T-n

converge si et seulement si, m > n et md — kn > 0 .
On déduit alors, du choix de a^(x , Ç) , que :

Tr A^x , D) = ju"2^^7"^)-" / ^ (p^Qc, Ç) + O"1 dx df;
( -2fc+2fc—\

+ 0 ^ w / ; JLl———^ +00

si m > n et md - kn > 0 . C.Q.F.D.

Soit maintenant (Xy (x , D^)y = o ̂  , . . . , N ^a partition pseudo-
différentielle de l'unité de T*Î2\0 introduite dans § (3.3). Pour
tout /' = 0 ,1 , . . . , N , notons par X^(?) la partie principale du
symbole de x . ( j c ,D^) . x^(?) est homogène de degré zéro et
positif. De plus, on déduit de (3.11) et (3.12) que :

N
H X;°(?) = 1 au voisinage de 2 . (5.1)
7 = 1

Dans tout V, , 7 = 1 , . . . , N , on peut faire la construction
du § 4 sur 9<y(Vp = V^.. On prend alors dans (4.5),

X(y , t , r?, r) = ̂ (y , t . r ] , T) = x^z , ?) = x,°(̂ ;"1 (z , ?))

(modulo une troncature pour le rendre nul dans un voisinage de
? =*0). On obtient ainsi une opérateur pseudo-différentiel o" j ( z , D^)
de symbole total dans S^'^R" , 2p et à support dans ^..
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Posons :
a,^,D,)=U^.(z,D,)U; ; y = i , . _ N .

D'après ce qui précède :

a^,0c, D^) E S^-^îî , S) ; 7 == 1, . . . , N .

Soit : a ^ o ( x , D ^ ) = A ^ ( x , D ^ ) o ^ ( x , D ^ ) , où A^(x,D^)
est l'opérateur pseudo-différentiel de la proposition 5.1. Posons enfin :

N

ç (x , D^) = ^ °M,/^ » ^^ • On a le résultat suivant :
/"o

PROPOSITION (5.2). - Sous les hypothèses du théorème 1.1, on a :

( P O c , D ^ + / ^ I ) o ^ ( x , D ^ ) = I + L^ (x ,D^+4(x ,D^
avec

L^x^^eOPS^1^1^^) ^ L^,D^eOPS!^(S2,2).

Démonstration. — D'après la proposition (4.1), on a, pour
7 - 1 , . . . , N ,
(P(z , D,) + i^ I) o ^^(z , D,) = ^(^ , D,) + r^(z , D,)

+r^(z,D,)
avec,
^o^-D^eOPS^'-^R",^) et ^(z.D^GOPS^^R",^).

Comme, pour 7 = 1, . . . , N :

U .̂ x^(^ , D,) Vf - x/(^ , D,) E OPS7^(^) C OPS'1'-1 (Î2 , 2)

on obtient :
U,(P(z , D,) + i^ I) ?^,(z , D,) U;

= X,(^ , D^) + L^,(x , D^) + L^,(x , D^)
avec :
L^Oc.D^eOPSo1--1^,^) et L^/x.D^GOPS^^.S).

(5.2)
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Et comme le support de o ^ y ( z , ? ) est dans V .̂ compte tenu
de (3.10), on peut écrire de même que :

U,(P(2 , D,) + i JLI^I) U;U, o^,(z . D,) U;

= U/.(P(2, DJ + ;• fji^l) U; a^(x, D^) (5.2')

= x,(x, D^) + L^,-(x, D^) + L^(x, D^).

Les L'3' .(x, D^) ; (ç =0,1) ne sont pas forcément les mêmes que
ceux de (5.2), mais vérifient les mêmes propriétés que.ceux de (5.2).

Toujours du fait que le support de Ï ,(z, ?) est dans V/ et
compte tenu de (3.10), on a :

WF'(o^.(x,D^))CV,,
et WF'[U,P(z ,D,)U;-P(x,D^)]nV/ .=0 ; / = 1 , . . . , N .

On en déduit alors que :

(U,P(z , D,) U; - P(x , D^)) a^,(x, D^) G OPS^"°(n, 2)
et que :

(U, U; - I) o^(x , D^) £ OPS^'°(Î2, 2)
et donc :

^(V, U; - I) a^(x, D^) G OPSo"'°(î2, 2).

Par conséquent, on déduit aisément de (5.2') que, pour
/•= 1 , . . . , N :

f(x , D^) + C n^î) a^(x , D^) ^ ̂
= X,(x , D,) + L^,(x, D^) + L^,(x, D^)

les L^y(x, D^), ç = 0, 1 étant comme dans (5.2').

Mais, d'après la proposition (5.1) et (3.12), on a :
(P(x, D^) + i ̂ k I) a^(x, DJ = ̂ (x, D^) + L°^(x, D^)

L^o^.D^eOPS^--1^,^).

On en déduit alors la proposition (5.2) compte tenu de (5.2") et (3.11).
C.Q.F.D.

Posons maintenant, soit,

Pu o(x , D^) = a^(x, D^) - A^(x , D^) (ï^(x , D^) + L^(x , D^))
(5.3)
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ÎOit,

^.0^.^)= A^(x ,D^) -^(x,D^(M^(x,D^ + M ^ ( ^ , D ^ ) ) .
(5.3')

D'après les propositions (5.1) et (5.2) et les injections (3.5)
et (3.6), on a dans les deux cas :

(P(^,D,) + ̂ DP^.D,) = I + R, oQc.D,)\t,0^ » 1^
avec,

R^o(^ , D^ G OPS^1'-1 (Î2 , 2) .

On construit alors, par récurrence, une suite d'opérateurs,
(P^(x,D^)^o^ tels que

P ( x D ^ G OP^ -w-g '~2fc '~<^rO Y^^ç^ » ^xï ^ ^^^IkÇq+l) ^L » L ) (5.4)

et pour tout N > 0
.N-1

(P(x ,D) + ^^I)( ^ P,,,(x,D,)) = 1 + R^-iO^D,)
v fl==n /- qr==0

^^-i^.D^^OPS^^^.S)

^.N^ . D^) = - P^o(^ . ̂ ) o R^-i0< , D^) . (5.5)

5.2. Comportement asymptotique de la trace de la résolvante.
Démonstration du théorème 1.1.

On a le résultat suivant :

THEOREME (5.1). - Sous les hypothèses du théorème ( 1 . 1 ) , si
PX = (P + îXI)"1 est la résolvante de P et si, m - k> n et
k> d , on a le comportement asymptotique suivant de la trace de
P^ quand \——> + oo :

i) Si md - kn > 0

T r P , = X
M

^ mv
/ Trn \

2m cos(——)L ^Im1

n7r— i ———————
/ m \

2m sin(——)
^w7-1

/ ~i+2L\
+ ̂  m ) ; X - + 00

ii) Si md - kn = 0,
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TrP^ =X~l+7?^LogX7y^Û2 /ÎTT

- /7?7Î \
2/^2 COS(—— )

L \2m/

/Î7T 1— i ———————-
^ . / ' i ï n \2m sm (——)

<2w/J
/ -i+-l\+(AX w^ ; x- + 00

iii) Si md — kn < 0
n-d

TrP, = X l+m-k ( n - d ) TV
(4 - ûT), „ V^3 — u'i

1 -»/ 1 ^ / 7^('î -^X2(w-/ : )cosf————— - }
L l2(w-^

— z (n -d)7r
•Cû; +^3)

2(m-^)sin(7^("- r f )) 3 "
\2(m-k)}<2(m-k)^

+ (^X^^) ; x + 00.

Démonstration. - Grâce à (5.5), on a pour tout entier N > 0 :

^ = S P/.,^ - D,) - P, o R^ ^(^ , D,) .
<y=0

Par conséquent,

TrP,= ^ T r P ^ ^ ( x , D , ) - T r ( P ^ o R ^ ^ ( ^ , D , ) ) . (5.6)L ^ ~ Z, A I r M^ V A Î ̂
<7=0

Mais comme :
-H,oR^N^.D^eops^^11-1^^) ̂  opSo2 '2 ' (n,s).

Si N > 2w , R^, N (•<•, D^) est à trace et on a (cf. [1 ]) :

ITr(P,° R,,^,D,))|<||PJ|^^^^^ IIIR,.^,D,)|||

< C I I P J I 2 2•v i;(L-(n),L-(n))
(où I I I . I I I désigne la norme trace de [1]).

Comme X est réel > 0 , (1.1) montre que :

IIPJI 2 2 < ^ ~ 1 -e(L~(Il),L~(Sl)

D'où, si N > 2w ,

I^P^0 ^.N^.D^KCX-1. (5.7)
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Mais si q > 1 ,

P ( x D ^ G OPS-W-<^'-2;C-<7^0 T^ c_^ npç-^-1 ,-2A:-i /o y^^M^^ ? ̂ 7 - ̂ ^^(fl+l) ^û » 2') ^ C1'^ (^2 , S) .

Le corollaire (3.1) nous dit :
( ( -2k+2k^-.\

Wf P (x D)\- ° ^ m) ; ^ ^ - ^ ^ O^{L ^.q^^x))-^ / .^^^\
[0^ ™/; s i m d - k n < 0

(5.8)
quand JLI ——)> + oo .

Il nous reste donc à étudier la trace de P^ o (x , D^).

— Cû5 oii ; mû? — kn > 0

On définit P^o^t^) à l'aide de (5.3') :

P^o(^ - D^) == A^x , D^) - a^x , D^) (M^(x , D^) + M^(x , D^)) .
Comme,

^ (x ,D^)o M^x.D^EOPS^-1--^-1^,^)
c-^ OPS^-1'-^-1^, 2)

le corollaire (3.1) nous dit que :

Tr (^ (x ,D^)o M ^ ( X , D ^ ) ) = o(^2^2^) ; ^ — — . + 0 0 .
(5.9)

De la même façon, on a :

a^,D^)o M^x.D^eOPS^f-1 '-^-2^,^)
c-^ OPS^1'-2^2^,^).

Alors le corollaire (3.3) prouve que :

( —1k+1k n\
Tr(o^(^ ,D^)° M^(x ,D^) )= o / x "'; ; j u — — ^ + 0 0 .

(5.10)
II résulte de (5.7), (5.8), (5.9) et (5.10) que, si md - kn > 0 :

( —2k•^•2k•n-\
TrP^ =TrA^,D^+ o ^ m) ; ^ — — . + 0 0 .

On en déduit alors, compte tenu de la proposition (5.1), le
théorème (5.1) dans le cas où md - kn > 0 .

— Cas où : md — kn < 0
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On définit P ,̂ ̂ (x, D^) à l'aide de (5.3) :

P^o(x , D^) = ff^x , D^) - A^(x , D^) (L^x , D^) + L^(x , D^) .
Comme,

\(x , D^) o l^(x , D^) £ OPS^-1--^-1 (Î2 , 2)

le corollaire (3.1) nous dit de même que :
/ -2k-^2k•:l—^\Tr(A^(x ,D^)° L^(x,D^)) = o^ w-^ ; /i——^ + °° .

(5.11)
Et comme

A^x , D^) ° L^x , D,) G OPS^'"--2^1 (Î2 , S)
'——> OPS^m '-2fc+l(î2, 2)

le corollaire (3.2) prouve que :
, / -2fc+2fc-2-\

Tr(A^(x,D^)° L^(x,D^)) = 0\ti m ) ; s i m d - k n = 0

et / 2^^-d-\ <5-12)
T r ( A ^ ( x , D ^ o L ^ ( x , D ^ ) ) = o ^ "'-fc^ ; si md-kn<0

ceci quand : ^ ——>• + °° .
Il résulte alors de (5.7), (5.8), (5.11) et (5.12) que :

/ -2fc+2fc-2-\
TrP^ = Tro^ (x ,D^)+0^ m ) ; si md - kn = 0

et / -2^1k•^-d-\ (5-13)
TrP^ =Tro^(x,D^) + o^ '"-"^ ; si md - kn < 0

quand À ——*• + °° .
Mais grâce à (3.12) on a :

a^^(x , D^) = A^x , D^) o x^(x , D^) G OPS^Y"'0^ , 2) .

On vérifie alors aisément que :

( —îk•^•îk•n•\
Tra^o(x ,D^)=0 M m ) ; ^ — — ^ + 0 0 . (5.14)

D'après la loi de composition des Fourier intégraux, on a pour
/ = 1,. . . , N

Tr o^,(x, D^) = Tr (U, 0'^/z , D,) U;)
=Tr(?^/.(z,D,)U;U/.). (5.15)

7
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^ Mais (3.10) et le fait que le support de î ,(z,D,) est dans
V .̂ prouvent que :

^ . / ( ^D^d-U^UpES^^CR" ,^ ) ,
pour / = 1, . . . , N .

Par conséquent :
T r(^ , / (^D^)(I-U;U,))=0^-^) ; ^ — ^ + 0 0 . (5.i6)

Alors de (5.13), (5.14), (5.15) et (5.16) on déduit que :

T r P , = f Tr^^z.D^+O^"2"2^); si md - kn = 0
/=! v /

et que ^^

TrP, = ^ Tr^^z.D^+o^-2"2 ' '^); si md - kn < 0
7=1 v /

Comme les 3K .̂ /' = 1 , . . . , N sont des transformations canoniques,
elles conservent la densité canonique ; il résulte alors que dans les ex-
pressions de la proposition (4.2) et du choix de \ dans (4.5) que :

f X , ( y , / n ) d y d r ï = f X°(?)^,
'I^^Kl / ^(^(^Kl /

et que V/ = 1 , . . . , N et Vp G Z \0

j . X.Cv, r\)dydr\ = f X°(fi dÇ
^)(^)>i / ^(^(^(n»! / c /v o / a s

(d? étant la densité canonique sur 2).

Mais on sait d'après [7] que l'opérateur différentiel à coefficients
polynomiaux du § 1, P ç ( t , D,), a le même spectre que P^ ̂ (t, D,),
(si 3<:,(?) = (y , 77)), on a donc :

^(^/(?))==^0); V p G Z \ 0 .
JPar conséquent,

i^<. ̂ v^^y^ = f^^ ̂ ^, (5.18)
V/ = 1 , . . . , N et Vp e Z \0 .

De même il résulte aisément de [7] que ;

v(p^) 0C/.(r)) = v(p^) (?)
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et donc,

f X Â y , r î ) d y d r î = = f x?(?) d^ (5.19)
-^(P^)(;^Tî)>l JV(p^)(i;)>\

V/ = 1 , . . . , N .

Par conséquent le théorème (5.1), dans le cas md — kn < 0,
résulte de (5.1), (5.17), (5.18), (5.19) et de la proposition (4.2).

5.3. Démonstration du théorème (1.1).

Si m — k > n et k > d le théorème (1.1) découle du théorème
(5.1), de (1.11) et des théorèmes tauberiens bien connus suivants :

THEOREME (5.2) "Théorème bilatéral tauberien de Hardy-
Lyttle^ood". —Soit {\-}y une suite de nombres réels telle que,
lim | Xy | = + oo .

Si on a le développement asymptotique suivant :

ST———=(^ -^r-^+oo-1^) ; t—> +00
7 À/ + lt

(avec 0 <a < 1 , c^ et c^ réels), on a les comportements asymp-
totiques suivants :

N.(0= E l=-LLsin(^)+^008(^)1^
o<^<t va \.î V 2 / 1 Y 2 / J

+ oÇt") ; t——> + oo

^'-^.•'^•"©-^©p-
+o(f") ; /——> + 0°.

THEOREME (5.3) "Théorème bilatéral tauberien de Karamata". -
Soit {Xy}y une suite de nombres réels telle que lim |À.| = + oo.

5';' on a le comportement asymptotique suivant :

Z . , -(Ci - i c ^ t - ^ " Logt" +oO- l+aLog/a) ; /—> +°°
/ ^ ' l t
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(avec 0 < a < 1 , c^ et c^ réels), alors on a les comportements
asymptotiques suivants :

N+(0 == ^ 1 = -^— fc2 sin p1) + c, cos (-^l ^ Log ̂
0<\,.<f 7rfl L 2 v 2 J

+ o^Log^) ; t——> + oo

N.(0 = ^ 1 =———k sin(-̂ ) -c, cos(-^)1 ^Logr0

-r<^.<o TTÛ L 2 V 2 / V 2 / J

+0(^1^^) ; t———> + oo.

Une démonstration du théorème (5.2) est établie dans [1] à
partir du théorème tauberien classique de Hardy-Littlewood, la dé-
monstration est identique pour établir le théorème (5.3) à partir du
théorème tauberien classique de J. Karamata [11].

Revenons à la démonstration du théorème (1.1) si on n'a plus
la condition : m — k > n et k > à.

Comme k > 0 et m — k > 0 , il existe un entier q > 1 tel
que (îq 4- 1) (m - k) >n et (2q + l) k >d.

L'opérateur p^^ vérifie les mêmes propriétés que P avec
(2q + 1 ) m (resp. (2q + 1 ) k) à la place de m (resp. de k). La
suite des valeurs propres de P^^0 est (X^2^0)^^ (où (\.)^^
est la suite des valeurs propres de P). Par conséquent, la connaissance
du comportement asymptotique du nombre des valeurs propres posi-
tives et négatives de P^^0 pour q assez grand, permet d'obtenir
le comportement asymptotique de celles de P. Il reste à vérifier
que les constantes û^, a^, a\ et a^ sont les mêmes que celles
associées à ^lqjr^ ^ ceci résulte du fait que le symbole principal
de P<2^1) est (^(x,^2^ et que, d'après [7], l'opérateur dif-
férentiel à coefficients polynomiaux associé p^^0 en ? G 2 est
(P^.D,)/2^0 (si P^.O,D,) est celui associé à P).
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