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LE SECOND NOMBRE DE BETTI
D’UNE VARIETE RIEMANNIENNE G - e)— PINCEE

DE DIMENSION 4

par Dominique HULIN

INTRODUCTION

Une variété riemannienne sera dite 8-pincée si sa courbure sectionnelle
est partout comprise entre d et 1, (6<1).

Nous rappelons d’abord le théoréme de rigidité suivant :

THEOREME : [1], [3]. — Soit (M,g) une variété riemannienne 3-pincée de
dimension n, alors :

. 1
@i Si & > e alors M est homéomorphe a la sphére de méme dimension

(i) Si 6= %’ soit M est homéomorphe a S"; soit (M,g) est
isométrique a un espace riemannien symétrique de rang un.

Une question naturelle se pose : existe-t-il un réel positif,
éventuellement dépendant de la dimension, et tel que, pour & > % — g(n),

une variété de dimension n qui admet une métrique riemannienne
8-pincée soit encore homéomorphe a I'une de ces variétés ?

Nous nous restreignons ici au premier cas non banal, celui de la
dimension 4. En remarquant que le second nombre de Betti des variétés
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impliquées dans le résultat précédent (soient CP? et S*) est majoré par
1, nous pouvons donner un élément de réponse :

THEOREME. — Soit M une variété connexe de dimension 4, qui admet une
métrique riemannienne g telle que (M,g) soit Z—e -pincée avec
€ <25.107% alors b,(M) < 1, ou b,(M) représente le second nombre
de Betti réel de M.

Je tiens a remercier S. Gallot pour ses indications qui m’ont permis
d’améliorer considérablement les résultats du II.1 (estimations de volume).

Dans toute la suite V(M) = V(g) désignera le volume de (M,g), qui
est compacte, et sera supposée connexe.

Ce texte présente un résultat paru aux Comptes Rendus de I’Académie
des Sciences de Paris, dans une version améliorée et détaillée [5].

RAPPELS

(i) Le théoréme de Hodge-de Rham, qui affirme que pour toute
métrique g donnée sur une variété différentiable M,
b,(M) = dim H*(M.g), ou HZ(M,g) est l’espace des deux-formes
harmoniques sur (M,g), et ou b, désigne le second nombre de Betti réel
de la variét¢ M.

(ii) La formule de Weitzenbock :

Si o est une 2-forme extérieure sur (M,g), avec dimM =4, on a
Iégalité :

m o, Awy = 3 Aol + Do + (Rao0y

. o N
avec, sien p,a = %(el/\ez-l—e:,/\e“) ou (eq,e,,e3,e,) est une base

- orthonormée de T,M,
@) (Ro,a), = (0,3+0,4+0,3 +024—2R1234)-l°‘|§ )

ou o;; est la courbure sectionnelle du 2-plan engendré par (e;,e;)).
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(iii) Les estimations du tenseur de courbure [7]:

Si (M,g) est d-pincée, si peM et si (u,v,w,z) est une base
orthonormée de T,M,
3) [R(u,v,0,w)| <5 (1-8)

() IR(u,o,w,2)] < =(1-9).

(iv) Enfin, quand M est orientable et orientée de dimension 4, la
décomposition de I'espace des 2-formes harmoniques sous l’action de
I'opérateur de Hodge, en somme des espaces des 2-formes harmoniques
positives et négatives, H2 = H2 @ H2 [2]. ‘

Dans ce qui suit, nous supposerons que (M,g) est une variété
riemannienne &-pincée de dimension 4 et orientée.

En effet, si p: M — M est un revétement riemannien, M est elle aussi
3-pincée et b,(M) < b,(M). On prendra alors pour M le revétement
d’orientation de M.

I. LE SECOND NOMBRE DE BETTI D’UNE VARIETE
RIEMANNIENNE DE DIMENSION 4 ET 1/4-PINCEE

(M,g) est ici ‘l—‘-pincée.

THEOREME 1. — Soit (M,g) une variété (% - pincée), alors
b(M) < 1.

Nous devons d’abord prouver le lemme :

LEMME 2. — Soit o une 2-forme harmonique non nulle sur (M,g). Alors
o est paralléle, donc de norme constante, et si en peM on a

ot . ,
o, = 7" (e;Ney+esAey), ou (eg,e,,es,e,) est une base orthonormée de
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TM, on a
1
Oy3 = 0jq4 = 033 = O34 = 7
Oy = 034 =1
1
Ris34 ==
123 2

C’est la situation de P?(C) et de sa forme de Kibhler.

Preuve. — Ecrivons la formule de Weitzenbock :
1
1) EA(IaIZ) + |Daf? + (Ra,a) =0 car Aa = 0.

En peM:

(Ro,a), = (013+014+0,3+0,4—2R53,) M;
1 2 1
<Ra,a>p = 42 - 23(1 - Z) par (4)
{Rao,a}, = 0.

En intégrant (1), on obtient :

f IDoj? + (Ra,a) = 0.
M

Donc |Daj? = (Ra,a) = 0, donc o est paralléle. Comme o« est non
nulle et paralléle, on obtient pour tout point pe M,

<Ra,d>m = 0 = 0,3 + Oi4 + Oy3 + Cjy4 — 2R1234 = 0

1
Compte tenu de (4), on a donc O3 = G4 = O3 = Oy =2 et

1 . . , .
Riz34 = 7 Estimons maintenant o,, et Gj3,, (ce n’est pas nécessaire

pour la démonstration du Théoréme 1, mais nous sera utile dans la
généralisation du II). D’aprés les rappels (iii),

3 = 6R(e,,e;,e5,2,)
= R(e,,e,+eq,e5,e,+e,) — R(ey,e,—e4,€3,6,—¢4)
— R(e;,e1+e4,e5,61+€) + Rley,e1—ey,e5,e1—¢,).
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| 3
Comme (M,g) est g pincee, <Z avec i,j,k,l

distincts dans {1,2,3,4}.

R(e;,e;+e,e,e;+¢)

Donc

R(e;,e;+e4,e35,e,+e,) = — R(ey,e,—ey,e5,6,—¢4)
R(e;,e;—e4,e3,6,—ey)

3
— R(ey,e,t+e4,e5,6,+e,) = r

D’autre part

R(e, +e3,e,+e,,e,+e5,e,+e,) — R(ey—e3,e,+e4,e,—e5,e,+¢,)
= 4R(ey,e;+e4,e5,€5+¢,).
Donc
R(e;+e3,e,+e4,e,+e5,e,+e,) =4
et
R(e,—e;,e,+e4,61—e3,e,+e,) = 1.

R(ey+es,e,te,,e,+e3,e,+e,) = 4
= 0y3 + 014 + 023 + O34 + 2R 5,4 + 2R354
+ 2R(ey,e,+e,,e3,e,+¢€,).

, !
Ona Ry,;4 = Ry;34 =0 car Ry,,, (resp. R;,3,) sont égaux a 2 donc

extrémaux : on obtient ¢,, + 03, =2, donc o,, = 63, = 1.

Achevons maintenant la preuve du théoréme 1. Supposons que
b,(M) > 2. Deux cas se présentent :

1° cas : il existe sur M deux 2-formes harmoniques o et B de méme
type (positives ou négatives) et globalement orthogonales. Comme ces
formes sont paralléles (lemme 1) elles sont ponctuellement orthogonales.
Nous pouvons en tous points les réduire simultanément :

_ [Blw
)

_ Iy

Oy 2 (eyAeytesNey), B

(e;NestesNey),

et d’aprés le lemme appliqué a o :
1
O13 = 023 = 04 = 034 = 1
et'a B:
1

O14 = 013 = O34 = O3, =

4
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s . 1 R
La variété est a courbure constante 5; elle est donc revétue par S* et
donc b,(M) < 1.

2" cas : il existe sur M deux 2-formes harmoniques o et B avec o
positive et B négative. Nous pouvons réduire o et B en tout point de

IBlm

M: am=|~q2|—'"(e1/\e2+e3/\e4) et B,":T(ell\ez——e3/\e4):

O13 + O14 + O3 + 034 — 2R 53, =0
0'13 + 0’14 + 0’23 + 0'24 + 2R1234 == 0

En sommant on trouve o3 + 6,4 + 0,3 + 0,4, = 0, contradiction avec
’hypothése du pincement.

Il. LE SECOND NOMBRE DE BETTI D’UNE VARIETE
RIEMANNIENNE DE DIMENSION 4 ET <%——8)-PINCEE

. 1 .,
(M,g) est dans toute cette partie (Z—e>—pmcee.

" La démonstration que nous présentons ici utilise une généralisation du
lemme 2. On utilise toujours la formule de Weitzenbock, pour o une
2-forme harmonique :

1
(1) EA(WIZ) + |Doj? + (Ra,a) = 0.
Mais ici les estimations des rappels (iii) donnent
16
) (Rooy > — —3—8|°t|2-

La forme o n’a plus aucune raison d’étre paralléle; par (5) on sait que
1 16 . . » N
<5 Alo?) < 3 slcx|2> mais ce laplacien peut a priori étre trés négatif en

certains points de M.
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Pour obtenir des estimations sur la courbure sectionnelle, nous devons
donc nous restreindre a un ouvert de la variété :

1
M, (@) = {pe M, 5 Ajul*)> —nldlz} ou n>0.

I1.1. Estimations de volume.

THEOREME [6]. — Soit (M,g) une variété riemannienne de dimension 4,
telle que ricci > 38g, & > 0, (par exemple (M,g) O-pincée), alors si
feHIM,g), ona:

I£13 < (@I + 1f113)- V()™

, 1 [ 3\
. ou C(S) = “2—8<*8‘P> .
THEOREME [4]. — Si (M,g) vérifie ricci > 38g, avec dim M = 4, et si

feH3(M,g) vérifie Af < M p.p. et f =0, alors

Iflls < (1 + A.c@)2IAV ().

1
COoROLLAIRE 3. — Si (M,g) de dimension 4 est <8=Z—e>~pincée etsi o

est une 2-forme harmonique sur (M,g), alors ||all, < k(g).|lodl,. V™14 ou

k(o) = (%E y .<%_8>-1‘(83?)1/2+1)1/2.

16
Preuve. — Par (5) et (1) nous avons A(|a]) < 3 €.|a| [4]. On applique

1 16
les deux théorémes précédents avec d = 7 ¢ et A= ?e.

o est toujours une 2-forme harmonique sur {(M,g); nous avons :

1
CoROLLAIRE 4. — Si M, (o) = {xe M,EA(|a|2)> —T]|(l|2} on a

©) vol (M, (@) > V(g). [k(a)4(1 + 13_6 %>z] '
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.. 1 .
Preuve. — Par définition : J‘ Ao < f — 1«3, d’ou
M-M 2 M-M

n n

1 1
Tl_[ lof? < J <— EA(IGIZ)) < J <— EA(MZ))
M-M, M-M, M-M,
1
= —A 2 ’
fMoz (%)

d’autre part

1 1
j = A(of?) < 1—68j lof2 < jej lorf2,
Mo 2 3 My 30w

n

finalement

2 2 2 [ , _16¢ 2
lo]* + lol® = letll3 et o < 30 ol
M—M M IM-M nJum

n n n n

16 ¢!
I Ialz>[1+?ﬁ Nodll3 -
M

n .

donc

On a en utilisant I'inégalité de Schwarz :

1/2

-1
j lo)? < ( f |a|4> .(Vol M) < k(g)?.||ol2V ™ 2 V(M,)"2,
M M.

n n

d’ou enfin:

Vol (M,) > [k(a)“(l + ?%)2] Ve

-1
LEMME 5. — Soit fe€*M), telle que ||flls < kE).lfll..V 2;
-1
sip=|Ifll..V 2, alors J‘(f2 — 1)? < (k(e)* — Dptv.

Preuve.

jUz_p2)2=‘[f4_2u2.J‘f2+u4J.l

= IfIIE = 212 VE +AE V2V
= IAIE = IAI3. V7! < (kE@)*=DIAIZ. V™ = (k(e)*—Dp.V.
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CorOLLAIRE 6. — Si  M"(a) = {xe M, ||a|2—p?|>hp?} ou
p = llal,. V=2, alors

) Vol (M"()) < k—(s—);z“—l Vol (g).

Preuve.

J [lej2—p2)? > Vol M* k%, p*
Mh(a)

et
f lo>—p?? < f [lof> —p2? < (k(e)*—1) p* Vol (g)
Mh(a) M
donc .
Vol (M*(a)) < k(S)T_l—Vol(g).

IL.2. Notion de céne acceptable.

Nous donnons d’abord une généralisation des estimations de la cour-
bure sectionnelle du lemme 2, puis nous montrons que ces estimations
conférent une certaine rigidité au systéme considéré; cette généralisation
repose en quelque sorte sur la continuité des opérations algébriques menées
pour la démonstration du lemme 2.

PROPOSITION 7. — Soit a une 2-forme harmonique sur (M,g).

Soit peM,(a) tel que a(p) #0:

. a \ ,
Si o, = I—Zlﬂ(e‘/\e2+e3/\e4), ou (e;) est une base orthonormée de
M,

® G, e O3 =1—u
1
(€) G13,0145 023,024 sont < Z + v
1 1 2
(10) 5—28—%<R1234<§+§£

10 / 16 13
avec u=4n+(18+?>8+4 n+?s et v=r|+—3—s.
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Preuve. — Cette preuve est calquée sur celle du lemme 2 :
Sur M, (o) :

Oy3 + Oy4 + O3 + G — 2Ry534, <M

Wi N

+-¢g, dou:

N —

en utilisant le rappel (iii), on obtient: Ry,,4; <

1 1 2 1 13
Gi3<M—3 278t 5t3e .2=Z+n+?g,

n
282

p—

De méme R;,3, > 3
Nous donnons maintenant une estimation de R,,,,; en effet, dans le
. 1 . 1 Lo
cas du pincement 4 Dous avions obtenu o, = g considérant alors la
fonction
¢(0) = R(e,,eq,¢;,€p) ou eg =cos0.e, +sinB.e,,

on a

¢'(0) = 2R(e,, —sin B.e,+cos 0.e,,e,,cos 0.e,+sin0.¢,),

et comme (p(%) est extrémal, (p’(%)=0= — 2R (ey,e,,e1,4), soit
Ri214 = 0.

n . 1
De la méme fagon, dans le cas du pincement (8:2—8>, nous
écrivons :

o, = R(e;,sin0.e,+cos0.e,,e,,5in0.¢,+cos B.¢,)
= cos?0.0,,+sin?0.0,,+R,,,, sin 20

+1 -1 . .
Oy < S = (chT) + cos 29(0142 ) + Ry;148in20, en majorant

Cy, par 1.

1 . . c 1 c1a—1\?
——¢g< inf oy < inf s = ( et ) — \/(’—14— + R%214,
4 0e[0,2n) 0¢[0,2n] 2 2
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1 3
Ri 4 < <U14_Z+8><Z+8>;
.. ] 1 16
d’ou puisque € < 7’ Rizial < M + e

Suivant le lemme 2 nous obtenons enfin :

1 / 1
oy, et 0’34>l~4‘l’]—<18+?0>8—4 n+?6s=l—u.

ProPOSITION 7 bis. — Sous les mémes hypothéses que dans la propo-
sition 7, si nous supposons de plus que la variété est d’Einstein, nous obtenons
les mémes résultats avec

donc

h) n 8
u =2+ <9+§>8 + 2 ‘i +§8,
L
v = ) + 3 €
Preuve. — Calcul identique au précédent.
COROLLAIRE 8. — Il existe une fonction 8(e,n) qui tend vers 0 avec

(e,m), telle que si o et B sont deux 2-formes harmoniques positives sur M ,
si peMy(@) "M, (B), si a,#0 et B, # 0 (cette derniére condition
étant réalisée sur un ouvert dense de M(0]), on puisse écrire :

o =|—aél—p(e1/\62+e3/\e4)

P

B, = %I—” [(eyANe,+e3Aey)cos 0+ (e; Aes—e, Aey) sin 0)]

avec |cos 8| > cos B(e,m), et (e) base orthonormée de M.

Preuve. — 1l est facile de voir que o et B se réduisent sous la forme

T T ol "
indiquée : a priori : si o, = > (e;Ne,+e3ANe,), comme B est positive :

B, = ”&[(el/\e2+e3/\e4)><a+(e1/\e3+e4/\e2)xb

2
+ (e;Neg+eyNey).c].
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Il suffit de faire tourner la base (e,,e,) dans le plan qu’elle définit pour
obtenir le résultat.

On écrit alors :

B, = %I—"[el/\ (cos 8.e,+sinB.e5) + (cos B.e;—sin 0.e,)Ae,].

Soient

e, =cosB.e, + sinB.eq et ey =cos0.e; —sin0.e,

, , 1+cos 20 1—cos 26
oy, =0(e,6)) =|——5— )0 +

2 ——2———>013+sin 20.R,5,3;
on a

l—u<go),= (91—2%&) + cos 29(@) +sin26.R,,3;
par (8) et (9):

012 + 013 5 v 012 - 013 1 3
e = t ——— < s\ 4
2 gtz ¢ 2 VR
d’ou
3 y v
8

3 ¢ ) 16
5 < <§+§>cos29 + sm20.\/;_-:;= V(6)

et comme classiquement Y (0) = A2.cos (20—a), ou

3.8
A’ = 2+Ez+ + 28 e cosa=22
“\gT2) T3 “TA
3 v
)
on pose COsS® = —r; la condition s'écrit alors |20—w| <o soit
|9|<0t+m ou |n—e|<°”2"°: 6=a-;co convient.

Remarques.

— Dans le cas d’une variété d’Einstein, on obtient

Icos 8] > cos & ou & est obtenu a partir de u’ et v’ de la méme fagon que
0 l'est & partir de u et v.
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Les autres estimations sur ¢;; donnent des valeurs de 8 du méme
ordre de grandeur que celle-ci.

On peut finalement dire que, la forme a étant fixée, toute autre 2-forme
B positive se trouve, dans M, (@) » M, (B), dans un céne de direction o
et d’angle 8(e,m).

I1.3. Preuve du théoréme.

Considérons tout d’abord deux 2-formes harmoniques a et B, toutes
deux positives.

1
ProposITION 9. — Si (M,g) est (z—e)~pincée, avec € < 2,5.107% il

ne peut exister deux 2-formes harmoniques positives non nulles et globalement
orthogonales.

Preuve. — En normalisant,

llediZ = 1Bz = 1; @IB)=0; y=0a+B; I} =2

Plagons-nous sur M, (a,B) = M, (@) n [ M*(a) n M, (B) n [ M*(B);
sur cet ensemble :

o2 =13 V7Y < A3 V7Y
posons p2 = V™! = V7 1||B)3.

[lo)? —p?| < h.p?
[ 1BI> —p?| < h.p?

1 1
@) > —nlal et AR > —n.IBE.

T
2
(sinon nous n’avons pas d’information sur les positions respectives de o et
B), et distinguons alors

Nous nous restreignons au seul cas intéressant, pour lequel 9 <

V* = {xeM,,(a,p), 6] <8}
V™ = {xeM,,(0p), [0—n|<B},
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avec les notations précédentes.

Vol (M, (a B) > V[2(<k(s)4.(1 . 13%)’) .\ n&) B 1]

= Vol (g, n)
d’apres les corollaires 4 et 6.

Vol
On a donc soit Vol (V*) > %“‘) soit Vol (V™) > Ll;“"’").
Pour & et m assez petits, I'un de ces deux ensembles sera « assez gros ».

Sur V*:
1
Yp = C!p + Bp = E[Galp'*"Blp COos 9)(81 /\e2+e3/\e4)

+ |Bl, sin 0 (e; Aey+e,Ae,y]
et

Y2 = (lod,+1Bl, cos 8)* > (1 +cos B)2(1 —h)u? = (14hy).2.p2
avee
_ (1=h)(1 +cos 0)? 3

1.

Nous nous restreindrons au cas ou ’on obtient hy > 0.

Sur V7

V2 < (/1+h.p—cos 8.u/1—h)*+(1 +h)p?.(1 —cos? B)
I¥l; = (1—hy).2p%.
Nous nous restreindrons ici aussi au cas od h; > 0.

Nous avons donc
V' < (M, (1) et V7 < [M,(y), ainsi que

Vol (g,n)

Vol(V¥)  ou Vol (V) > —

Nous obtiendrons une contradiction tant que

XL;@ > sup [Vol (M,, (v)); Vol (M, (0)].
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Ceci se produit, environ, jusqu'a € = 2,5.107% (pour n = 6.1073 et
h = 0,144). D’ou le théoréme.

ProproSITION 9 bis. — Pour une variété d’Einstein on a le resultat de la
proposition 9 pour € = 5,59.10™%, (pour n = 1,644.10"% et h = 0,191).

4
ProrosiTioN 10. — Pour wune variété <8 = E)—pincée la forme

d’intersection de M est non dégénérée (il ne peut exister simultanément deux
2-formes harmoniques dont l'une est positive et l'autre est négative).

C’est un résultat de M. Berger, amélioré par J. P. Bourguignon dans
1
[2]; en posant & = 1 €, on obtient & ~ 3,95.1072.

Nous en donnons une preuve pour € ~ 3,44.1072, ce qui est un peu
moins bon, mais par une méthode totalement différente :

Preuve. — Ecrivons la formule de Weitzenbock pour o et B. On a par
(2) et (5),
<R0(,°‘>p = (013+G14+0'23+0'24_2R1234)|°‘,,§
<RB,B>I; = (0'13+014+023+024+2R1234)|B|,27,
d’ou o3 + G4 + O3 + O,y < M presque partout sur M, (a) N M, (B).
Soit 4
l —4e <03+ 04+ 0,3+0,,<1.

On aura une contradiction pour & < g,, ou g, tel que

M, () "M, B) # & avec n=1-4e,

. _1-6&271
Z[k(a) <1+3n>] —-1>0,

16 £ \2
k(a)4<1+—3> ~2<0.
3nm

c’est-a-dire

ou bien

Une application numérique donne g, > 3,44.107 2.

Les conclusions des propositions 9 et 10 donnent le théoréme annonce.
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On peut énoncer de méme :

THEOREME bis. — Si M est une variété sur laquelle il existe une structure
. ) L 1 ,
riemannienne d’Einstein (z—e‘.)-pincee avec € < 5,59.107%, alors
b,(M) <1.

Ce théoréme découle immédiatement des propositions 9 bis et 10.
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