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SUR LA GEOMETRIE DIFFERENTIELLE
DES G-STRUCTURES

par Daniel. BERNARD (Strasbourg).

INTRODUCTION

L’objet de ce travail est I’élaboration d’une théorie générale
des G-structures réelles et complexes du premier ordre que
soit a la fois simple et aussi compléte que possible. Nous ne nous
sommes donc pas attachés au cas de certains groupes G pour
lesquels les propriétés sont particuliérement riches — et bien
connues — mais au contraire, nous nous sommes efforcés de
dégager ce qu’il y a de commun a ces structures pour des
groupes G différents, ou tout au moins pour certaines grandes
classes qui s’introduisent naturellement.

Soit G un sous-groupe du groupe linéaire réel (ou complexe)
a m variables L, (ou CL,). Une G-structure sur la variété X
de dimension m est déterminée par un espace de repéres, sous-
espace fibré principal de I'espace E des repéres réels (ou E€ des
repéres complexes) de X. C’est pourquoi le chapitre premier
est consacré a ’étude des sous-espaces fibrés principaux
(s.e.f.p.). Certaines définitions et constructions classiques
sur les espaces fibrés (topologiques) sont d’abord rappelées
sous une forme adaptée a notre objet (§ 1, 2). Puis les G’-s.e.f.p.
d’un espace fibré H(X, G) sont définis et caractérisés (prop.
I, 3, 1); ils correspondent biunivoquement aux sections de
H/G’ (prop. I, 3, 3). Au § 5 est analysée la notion de s.e.f.p.

dans le cas différentiable (prop. I, 5, 1) et sont caractérisées
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les parties H de H(X, G) qui admettent une structure de
s.e.f.p. différentiable. En vue de I’étude des structures subor-
données communes a deux G-structures (ch. III) nous étudions
P'intersection d’un G'- et d’un G"-s.e.f.p. dans le cas topo-
logique (§ 4) puis dans le cas différentiable (§ 6). On peut
dire en gros que l'intersection est un [-s.e.f. P '=GnG")
sous la seule condition, évidemment nécessaire, que sa pro-
jection soit X, dés que G'/[' (ou G"/T') est compact et que,
dans le cas diﬁérentiable la propriété est d’ailleurs vraie pour
« presque tous les couples de sous-groupes G’ et G"”.

Le chapitre Il introduit d’abord (§ 1 et 2) I'outil qui sera
principalement employé au chapitre III: les formes diffé-
rentielles 4 valeurs vectorielles et le calcul sur ces formes (en
particulier différents « produits » qui constituent l’extension
a ces formes de lois de composition entre leurs espaces de
valeurs). Au § 3 est analysée la notion de tenseur associé a une
forme tensorielle sur un e.f.p. H(X, G): c’est un tenseur sur
le produit fibré HRE (E espace des repéres de X) et non
sur H lui-méme. Les principales propriétés des connexions
sont rappelées au § 4 a la fin duquel nous établissons les for-
mules fondamentales de la géométrie différentielle par I’emploi
exclusif de I’algorithme nouveau introduit au début du chapitre.
L’extension de cet algorithme au cas des formes vectorielles
complexes et en particulier de la notion de tenseur associé
fait 'objet du dernier paragraphe.

Le chapitre III contient les résultats principaux de ce
travail. Les espaces de repéres et G-structures (réels et com-
plexes) sont d’abord définis et plusieurs exemples analysés
(§1). Une classe importante, qui contient les structures presque
complexes, presque hermitiennes, riemaniennes... est celle
des «structures définies par un tenseur», c’est-a-dire dont
Pespace des repéres distingués est le sous-espace des repéres
de E (resp. E°) pour lesquels un certain tenseur sur E (resp. E°)
a une valeur déterminée (§ 2). Au § 3 sont étudiées les
structures équivalentes et subordonnées: le théoréme III, 3
simple application du chapitre premier, indique que la condition
trivialement nécessaire pour que deux structures aient une
structure subordonnée commune est en général suffisante.
Les espaces de repéres H sont caractérisés parmi les e.f.p.
de base X par I’existence d’une 1-forme tensorielle « réguliére »
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a valeurs dans R™ ou C™ appelée 1-forme fondamentale de H.
L’inclusion H ¢ E (resp. E€) permet dans le cas des espaces de
repéres de définir un tenseur associé a toute forme tensorielle
sur H a valeurs dans M qui soit un tenseur sur H lui-méme
(prop. III, 4, 2); la correspondance entre forme tensorielle
et tenseur associé est biunivoque; le tenseur et la forme sont
liés par une relation particuliérement simple (12, ch. III, § 4).
Toutefois cette correspondance n’est définie d’une fagon
canonique que lorsque H est un espace de repéres réels (et
M quelconque), ou H un espace de repéres complexes et M
un espace vectoriel complexe: cette remarque est essentielle
au § 6. Le § 5 est consacré aux propriétés particuliéres des
connexions sur les espaces de repéres: caractérisation d’une
variété X admettant une G-structure par existence d’une
connexion linéaire dont le groupe d’holonomie est un sous-
groupe de G (th. III, 5, 1); caractérisation des connexions
linéaires qui sont des S-connexions, S étant une G-structure
«définme par un tenseur» (th. III, 5, 2); torsion; identité de
Ricci généralisée dont la démonstration est faite uniquement
a l'aide de la notion de tenseur associé et de ’algorithme du
chapitre II; relation entre le tenseur associé a la différentielle
absolue d’une g-forme et la «dérivée covariante» de cette
forme (prop. III, 5). Le tenseur de structure d’une G-structure
S (généralisant le « tenseur de torsion d’une structure presque
complexe ») caractérise les 2-formes tensorielles sur H de type
vectoriel & valeurs dans R™ ou C™ qui sont la torsion d’une
S-connexion [théoreme (III, 6, 1) et (III, 6, 2)]. Toutefois ce
tenseur n’est défini que pour les G-structures de premiére
espéce: c’est-a-dire réelles ou, si elles sont complexes, telles
que G soit un sous-groupe de Lie complexe de CL,. La parti-
cularité des structures complexes de deuxiéme espéce pro-
vient de la non-existence d’un tenseur associé canonique sur
un espace de repéres complexes pour une forme a valeurs
dans un espace vectoriel réel. Les paragraphes 7 et 8 contien-
nent des calculs du tenseur de structure et leur identification
avec des invariants connus dans le cas de structures classiques.
Nous appelons presque intégrable une structure dont le
tenseur de structure est nul: par exemple une structure
presque hermitienne presque intégrable est kihlerienne.

Dans le chapitre IV nous nous occupons des automorphismes
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et automorphismes infinitésimaux d’une G-structure réelle.
Au paragraphe 1 sont étudiées les G-structures transitives:
les pseudogroupes de Lie du premier ordre correspondent
biunivoquement aux classes de G-structures transitives équi-
valentes. Au § 2, nous montrons en particulier que les condi-
tions de Cartan (définition IV, 2), conditions nécessaires d’exis-
tence d’une G-structure transitive de tenseur de structure
donné (et qui sont suffisantes lorsque G estinvolutif) traduisent
simplement le caractére tensoriel du tenseur de structure d’une
part, I'identité de Bianchi d’autre part (prop. IV, 2, 2). Le
§ 3 est consacré aux G-structures involutives: alors si elles
sont presque intégrables (resp. presque transitives) elles sont
intégrables (resp. transitives) (th. IV, 3); puis nous donnons
une condition nécessaire et suffisante pour que deux pseudo-
groupes de Lie soient localement semblables (théoréme 1V, 3).
Dans le dernier paragraphe sont posés deux problémes relatifs
aux automorphismes infinitésimaux qui sont étudiés a I'aide
du lemme d’Hermann (prop. IV, 4, 2) dans des cas particuliers.
Les principaux résultats sont ceux-ci: Si S est une G-structure
sur X subordonnée a une structure Riemannienne et presque
intégrable, les isométries infinitésimales sont aussi des auto-
morphismes infinitésimaux de -S dés que X est compacte ou
n’admet pas de 2-forme a dérivée covariante nulle (th. IV,
4, 1). Le théoréme (IV, 4, 2) donne des conditions dans les-
quelles toute transformation infinitésimale affine pour une
S-connexion est un automorphisme infinitésimal de S.

Ce bref résumé appelle quelques remarques. Au Colloque
International de Géométrie différentielle du C.N.R.S. (Stras-
bourg 1953), trois conférences attiraient ’attention sur la
notion générale de G-structure (S.S. Chern [9]) ou «structure
infinitésimale réguliére » (C. Ehresmann [14] et P. Libermann
[19]) : un grand nombre de structures de la géométrie diffé-
rentielle peuvent étre définies par la donnée une G-structure
d’une part; les pseudo-groupes de Lie («groupes continus
infinis » d’Elie Cartan) sont d’autre part commodément définis
comme pseudo-groupes des automorphismes locaux de cer-
taines d’entre elles. Il apparaissait donc utile d’élaborer une
théorie générale des G-structures, et c’est ce que nous avons
tenté de faire, en nous appuyant entre autres sur les résultats
et les exemples des auteurs déja cités. Ainsi, dans [9], S. S.
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Chern introduit «les premiers invariants » de la structure —
tandis que, dans [19], P. Libermann peut éviter de les utiliser,
car pour les structures qu’elle étudie « on peut imposer cano-
niquement la torsion »: notre tenseur de structure (Ch. III,
§ 6) précise la nature des premiers invariants, leur donne une
définition globale et permet de caractériser les formes de tor-
sion des S-connexions. De méme, de nombreux résultats sont
des généralisations, apportant souvent des simplifications,
de résultats connus d’autres auteurs.

Les G-structures auxquelles ce travail est consacré sont les
G-structures du premier ordre, réelles et complexes : il convient
de nous expliquer sur ce choix. L’exemple des structures
presque complexes et des structures subordonnées pour les-
quelles définitions et calculs sont grandement simplifiés par
Pintroduction de repéres complexes, nous a conduits a définir
et étudier les G-structures complexes. En méme temps, un
premier exemple de G-structures complexes non équivalentes
au réel a été étudié par G. Legrand dans sa thése [18]. Il ne
s’est pas révélé de différence fondamentale entre les G-struc-
tures réelles et complexes — et ceci justifie a posteriori leur
étude simultanée — si ce n’est dans la définition du tenseur de
structure : alors que les G-structures complexes de premiére
espéce se comportent comme les structures réelles, ’extension
du procédé aux G-structures complexes de deuxiéme espéce
conduit & des tenseurs qui ne suffisent pas a caractériser la
torsion des S-connexions. Au contraire, le cadre naturel de
I’étude des G-structures d’ordre supérieur (Cf. Y. Matsu-
shima [24]) est certainement la théorie des jets de C. Ehresmann
alors que les structures du premier ordre ont pu étre étudiées
a I’aide de méthodes plus classiques de géométrie différentielle
(espaces fibrés, connexions, calcul différentiel extérieur) qui,
convenablement adaptées par ’emploi en particulier de I’algo-
rithme du chapitre II, conduisent & des calculs et a des formu-
lations trés simples: cette différence de méthodes justifiait
déja une étude autonome des structures du premier ordre,
requise d’ailleurs & notre avis par leur importance propre.

Nous avons été amenés a considérer que toutes les G-struc-
tures équivalentes & une structure donnée S (espaces de reperes
déduits de celui de S par les translations a droite de E, ou E°)
définissent la méme structure infinitésimale et nous avons
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appelé C-structure la classe des structures équivalentes a S,
¢ désignant la classe des sous-groupes conjugués de G dans
L, (ou CL,). La plupart des propriétés étudiées ici sont des
propriétés des C-structures. Nous avons pu définir un fars-
ceau des C-structures et c’est sans doute dans cette direction
que ce travail aura ses premiers prolongements.

La bibliographie placée a la fin de ce travail n’est nullement
exhaustive : nous avons pris pour principe de n’y porter que
des travaux explicitement cités ici.



CHAPITRE 1

ESPACES FIBRES
SOUS-ESPACES FIBRES PRINCIPAUX

1. — Définitions et notations.

Nous appellerons espace fibré principal (e.f.p.) un espace
fibré principal a groupe structural topologique localement
trivial. Plus précisément :

DeérintTion I, 1, 1 (1). — Un e.f.p. H(X, G) de base X et
groupe structural G est défint ainsi

a) H et X sont des espaces topologiques (3), G un groupe
topologique,

b) H est munt d’une application continue p de H sur X
admettant un relévement au voisinage de tout ze X. Un tel
relévement, qui est une application continue ¢ d’un voisinage
U de X dans H, telle que pos soit I'identité de U, est appelée
section locale de H au-dessus de U. H, = p~'(x) est la fibre
au-dessus de z.

c) G opére a droite sur H, c’est-a-dire que I'on a une
application continue H X G- H, (3, g) > z.g, telle que
(2.8).8 =2.(gg’) et z.e=1z(g, g’ € G, eidentité de G) : I'appli-
cation partielle Dg de H sur lui-méme z—z. g, ou translation
a droite par g, est par suite un homéomorphisme de H tel
que Dg'oDg = Dgg’. Les translations a droite de G respectent
les fibres et sont simplement transitives sur les fibres.

d) L’application continue biunivoque Oy de U X G sur

(1) C’est la définition classique, de Steenrod [26], mise sous une forme commode
pour la suite.

(?) Un espace topologique sera toujours supposé séparé.
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Hy = p~*(U), (z, g) — o(x).g associée d une section locale
au-dessus de U est un homéomorphisme appelé carte locale de H
au-dessus de U associée a o.

Nous appellerons espace fibré (e.f.) un espace fibré localement
trivial & groupe structural topologique qui peut étre défini
ainsi :

Derinition I) 1, 2. — E(X| G, F) est un e.f. de base X, groupe
structural G, fibre F si

a) E, X et F sont des espaces topologiques et G un groupe
topologique opérant & gauche et effectivement sur F par (g, y) — g.y
(geG,yeF); lapplwatwn parttelle de F dans Fy-—>g y étant
encore notée g, on a gog' = gg';

b) E est muni d’une application continue p de E sur X (3);
E, = p~'(x) est la fibre au-dessus de z;

c) tout x e X posséde un voisinage ouvert U munt d’une
carte locale @y c’est-a-dire d’un homéomorphisme de U X F
sur Ey = p~Y(U) tel que po®y(z, y) =z, ze X, ye F;

d) st U et V sont des ouverts de X munis de cartes locales
Oy et Oy, et si Un V£, il existe une application continue s
de UnV dans G telle que le changement de carte Ov! o‘I)U soit
Uapplication de (U n V) X F sur lui-méme (z, y) > (=, s y)

On dira briévement que p: E — X est une ﬁbratlon 51 E
est un e.f., au sens précis qui vient d’étre défini, de base X
et de ,projection p- Un e.f.p. est évidemment un e.f., G-groupe
opérant sur G-fibre par translation a gauche; g désignera aussi
bien I'élément ge G que l'opération translation a gauche
par g, celle-ci étant toutefois notée L, quand il y aura un
risque d’ambiguité: L,.g' = g.g’' (g, g «G.)

2. — Constructions diverses d’espaces fibrés.

Soient E un e.f. et ®f la restriction & {z} X G de la carte
locale ®y; nous appellerons repére au point z de la structure
fibrée de E I'un quelconque des homéomorphismes de F sur E, :

h=03.g geG zeX.

(*) La projection d’un e.f. E sur sa base sera généralement notée p, méme s'il
est question simultanément de plusieurs e.f.; lorsqu’il y aura un risque d’ambiguité
on précisera en la notant pg.
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De T'axiome d) de la définition (I, 1, 2) découle que cette
définition est indépendante du choix de la carte locale ¥y
carsizeUnV

D =Djes(z) et h=(Djos(x))og=Djo(s(2)g), s(z).geG.

Soit £, I’ensemble des reperes en x de E, et £ =U,af,;
il est classique — et immédiat & I'aide de la définition (I,
1, 1) — que les cartes @y associées aux cartes locales Py de E

dy: UXG>E (2,8 >P5og zeX, geG

définissent sur £ une structure d’e.f.p. £(X, G). Remarquons
simplement que la translation a droite par g sur £ est D,.h=hog.
E muni de cette structure est Pe.f.p. associé d E.

Cette construction s’applique en particulier & un e.f.p. H.
¢y étant la carte de H associée a la section locale o, un repére

en z de H est une application PFog=0FL, (g€ G) de G sur
H,. Or

5oL, (g") = P5(gg’) = Du(z, gg') ,
=0o(x).gg = (o(x).g).8' = Pu(z, g).¢’,

c’est-a-dire, puisque PZog = Dy(z, g):

bu(z, g).8' = Du(z, )-8
Le point désignant au premier membre Il'opération (a-
gauche) du repére sur la fibre-type G, et dans le second I'opé-
ration (a4 droite) de G sur H. Cette remarque montre qu’il
existe une application bijective de H sur H qui peut étre
définie dans tout couple de cartes associées par

(I)U .'L', —>ﬁ> .'E,
et qui est par suite un homeomorphlsme c’est d’ailleurs un
G-isomorphisme d’e.f.p. (Cf. I, 3) et ceci permet d’identifier
Ha H, heH étant 1dentlﬁeaureperehe H:g3eG—>h.geH.

La notation h sera parfois employée dans la suite quand il
sera nécessaire de distinguer h de h.

Soit un e.f. E(X, G, F) et I'ef.p. associé H=E. heH
est un homéomorphisme de F sur E,, yeF >h.yeE,.
Alors, pour he H, ge G, yeF, on a

(h.8).y = (Dgh).y = (hog)y = h.(g.y)
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ce qui entraine en particulier
(h-g).(g7.y) = h.[g-(87y)] = h.y.

Cette remarque permet d’identifier E au quotient de F X H
par la relation d’équivalence

(y,h)~(g.y, h.g™*) yeF, heH, geG.
Et par conséquent de construire E & partir de F et H.
Plus généralement, soit F' un espace topologique sur lequel
G opére par R(G). G n’étant pas supposé effectif sur F, soit
N le sous-groupe distingué fermé des éléments de G qui lais-
sent invariants tous points de F : G/N est effectif sur F.

Derinttion I, 2. — Soit F(H) le quotient de F X H par la
relation d’équivalence

(4, )~ (R(g)-y:h-8™) yeF, heH, geG
il a une structure fibrée F(H)[X, G/N, F]; on dira que cest
Ue.f. obtenu par modelage de F sur H (*), ou Ue.f. associé ¢ H
de type (F, R(G)).
Soit « la projection canonique de F X H sur F(H); la pro-
jection de F(H) sur X est définie par

Pra(2(y, b)) = pu (h)
et la structure fibrée de F(H) par les cartes ¥y associées aux
sections 6 de H au-dessus de U:

Vu(z, y) = a(y, o(z)) zeUcX, yeF;

Pe.f.p. F/(ﬁ) est isomorphe a l'e.f.p. quotient H/N (voir ci-
dessous).

Soient H un e.f.p. de groupe G et G’ < G un sous-groupe
fermé; la relation

h~h si W =nh.g, heH keH ge@

est une relation d’équivalence dans H. Soient H/G’ 'espace
topologique quotient de H par cette relation et = 'applica-
tion canonique H — H/G'.H/G’ est naturellement muni
d’une projection sur X définie par

pue(n(h)) = pu(h)

(4) Cf. Aragnol [1] Ch. 1, § 2; avec la terminologie de Aragnol on dirait que X X F
est modelé sur H.
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G opérant naturellement sur L = G/G’, on peut modeler L
sur H; soient a la projection canonique de L X H sur L(H)
et y, le point de L défini par la classe G’. Comme

(Yo, h-g') = a(g'ys, he'.g'*) =a(yn h), g'<G', heH
la relation f(=(h)) = a(y,, h)

définit une application de H/G’ dans L(H). On démontre

que f, qui est bijective et respecte les projections, est un homéo-
morphisme, d’ou :

Prorosrition I, 2, 1. — Soit G’ un sous-groupe fermé du groupe
structural G d’un e.f.p.H. L'espace quotient H/G', G’ opérant
sur H par les translations a droite de G, s’identifie a Ue.f. L(H),
modelé sur H de l'espace homogéne L = G/|G’ sur lequel G opére
naturellement.

Si N est un sous-groupe distingué de G, la structure fibrée
de H/N précisée par la proposition (I, 2, 1) est une structure
fibrée principale de groupe G/N, et I'application canonique
n de H sur H/N est un homomorphisme d’e.f.p. compatible
avec ’homomorphisme canonique p de G sur G/N (cf. I, 3).
Ainsi G’ n’étant pas un sous-groupe distingué de G, et Go
étant le plus grand sous-groupe de G’ invariant dans G, H/Gq
est un e.f.p. de groupe G/G; qui s’identifie a I'e.f.p. H//-(?
associé a H/G'.

La proposition (I, 2, 1) peut étre complétée, si 'on fait
I’hypothése supplémentaire que la projection canonique
G — G/G’ est une fibration; nous dirons briévement que G’
est un sous-groupe (L. T.) de G; il est nécessairement fermé.

Prorosition I, 2, 2 (théoréme de surfibration). — Soient
G un groupe topologique, G’ et G" des sous-groupes tels que
G"cG' <G, Hun e.f.p. de groupe G. St G’ est un sous-groupe
(L. T.) de G, dans le diagramme commutatif ci-dessous, chaque
application est une fibration:

n » "
H/G
p)’ /

o

p H/a?

H

p

b

11
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Cette proposition résulte de la précédente et de la démons-
tration de la propriété pour la seule application gq.
Nous aurons enfin besoin de la notion de produit fibré:

DerinttioN I, 2, 2. — Sotent E(X, G, F) et E'(X, G, F')
deuz e.f. Leur produit fibré ERE’ est le sous-espace de E X E’
qui se projette sur la diagonale de X X X; il est munt d'une
structure naturelle d’e.f. de base X et de groupe G X G’ opérant
trivialement sur la fibre F X F'.

En particulier, si E et E’ sont des e.f.p., il en est de méme

de ERE".

3. — Homomorphismes et sous-espaces

d’espaces fibrés principaux.

Soient H(X, G) et H'(X, G’) des e.f.p. de méme base X.
Un X-homomorphisme f de H dans H’ compatible avec un
homomorphisme ¢ du groupe topologique G dans le groupe
topologique G’ est une application continue de H dans H’
telle que puof = pu et

(1) f(z.8) = f(z).0(g), z<H, geG.

Le plus souvent, nous dirons simplement homomorphisme.
Si G’ = G, p étant la représentation identique de G, f sera
un G-itsomorphisme. Si H' = H, f est alors un automorphisme
de H(X, G).

Si f satisfait simplement a (1), c’est une représentation de
H dans H’ compatible avec g; une G-représentation si G' = G,
o étant l'identité de G. Comme puf(z.8) = puf(z), & [ est
alors associée une application continue i de X dans lui-
méme définie par pywof =wopy: on dit que f induit ® sur
la base.

DerinitioN I, 3, 1. — Soit G’ un sous-groupe topologique
de G. Un G'-sous-espace fibré principal (G’ -s.e.f.p.) de H(X, G)
est un e.f.p. H (X, G’) dont

10 Pespace H' est un sous-espace de H, munt de la topologie
indutte,

20 la projection p' est la restriction ¢ H' de p,
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3° la translation & droite par g' e G’ est la restriction a H’
de la translation & droite D, opérant sur H.
La caractérisation suivante sera utile pour la suite:

Prorosition I, 3, 1. — Pour qu'une partie H' de H soit
un G'-s.e.f.p. de H, il faut et suffit que la restriction p' de p a
H' jouisse des propriétés suivantes:

10 p'(H') = X.

20 p'1(z) =2.G" si zeH' et z=p'.z

30 p’ admet un relévement local au voisinage de tout ze X
(continu pour la topologie induite).

Ces conditions, évidemment nécessaires, sont suffisantes
en effet : soit H' une partie de H satisfaisant a ces propriétés;
munissons la de la topologie induite. Alors I’axiome a) de la
définition (I, 1, 1,) est vérifié de méme que b) puisque p’,
restriction d’une application continue a4 un sous-espace, est
continue et jouit de la propriété 3°. Quant & l’axiome c), il
est vérifié parce que I'application de H' X G’ sur H’

(2 §') >z.8 zeH, gel

qui est bien définie d’aprés la propriété 20, est encore
continue comme restriction & un sous-espace d’une application
continue. Enfin P'axiome d) est vérifié car, si ¢ est une
section locale de H’ au-dessus de U, c’est aussi une section
locale de H de sorte que l'application de U X G sur Hy:
(x, g) —>a(x).g est une carte locale de H et que sa restriction a
U X G’ — restriction d’un homéomorphisme & un sous-espace —
est encore un homéomorphisme.
On déduit de cette proposition le

CoroLLAIRE. — L’tmage d’un e.f.p. H' (X, G') par un homo-
morphisme [ de H dans H(X, G) compatible avec la représen-
tation p de G’ dans G, est un p(G’)-s.e.f.p. de H.

Prorosition I, 3, 2. — Pour qu'un G'-s.e.f.p. H' soit fermé
dans H(X, G), il faut et il suffit que G’ soit fermé dans G.

En effet, si H est fermé, H,= H_,n H' est fermé dans
H.(x € X); or, G est homéomorphe & H, dans I’homéomor-
phisme Zz:

g—>z.8, (ze H', geG)
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qui transforme G’ en H;, de sorte que G’ est fermé dans G.

La réciproque s’obtient immédiatement a I'aide des cartes
locales de H.

ProrosiTion I, 3, 3. — Si G’ est un sous-groupe (L. T.)
de G, les G'-s.e.f.p. d'un e.f.p. H(X, G) correspondent biuni-
voquement aux sections de H|G'.

Gardons les notations de la proposition (I, 2, 1) et soit
donné H'(X, G')e H(X, G). H' définit une application f
de X dans H/G’' par f(z) = n(H;) pwisque, si z e H; et
z,eH,, z,=12.8 g eG et =(z)=m=(z). [ est continue,
car dans un ouvert U muni d’une section locale oy, f se fac-
torise en un produit d’applications continues: f= mooy;
c’est donc une section de H/G’. Soit réciproquement f une
telle section et H = U,exn™(f(2)); la partie H' ¢ H munie
de la topologie induite satisfait d’une fagcon évidente aux
propriétés 10 et 2° de la proposition (I, 3, 1). Pour montrer
que H' est un G'-s.e.f.p. de H, il reste & montrer que p’ admet
des relévements locaux au voisinage de tout ze X. Or, si
oy est une section de H et p I'application canonique de G sur

L = G/G’, on a la carte locale ¥y de H/G":
(@, y) — Yu(z, y) = m(ou(2).8) si =zeX, yel, p(g) =y

Il existe donc sur U une fonction continue a valeurs dans
L, y — y(z), telle que

f(z) ‘I’U(x, y(z)) zeU.

Soient z,e U, O un vmsmage de y(z,) dans L muni d’un
relévement y—>s(y)eG qui existe puisque G’ est un sous-
groupe (L.T.). V=1y(0) n U est un voisinage ouvert de
z,, et pour zeV on a y(z) = p[s(y(x))] d’ou

f(@) = Yu(z, p[s(y(x))]) = n[ov(2).s(y(=))]

c’est-a-dire que, pour z eV, oy(z) = oy(z).s(y(z)) e Hz; ov
etant manifestement continue, elle constitue un relévement de
p’ au-dessus de V., c.q.f.d. :

Cette proposition n’est qu’une autre forme d’un théoréme bien
connu de C. Ehresmann [12] () car la notion de G'-s.e.f.p. est en
fait équivalente a celle de restriction 4 G’ du groupe structural

() Voir aussi J. Frenkel [15], § 16.
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G. En effet, de I'existence d’un G'-s.e.f.p. H'(X, G') c H(X, G)
découle la possibilité de restreindre a G’ le groupe structural de
H. Réciproquement si cette opération est possible, cela
signifie qu’il existe un e.f.p. K'(X, G’) qui, par accroisse-
ment & G du groupe structural donne un e.f.p. K(X, G)
«équivalent » & H: mais ceci signifie dans notre langage
que K'(X, G’) est un G'-s.e.f.p. de K(X, G), et que celui-ci
est G-isomorphe a H(X, G); alors I'image par cet isomor-

phisme de K'(X, G’) est un G'-s.e.f.p. de H.

4. — Intersection des sous-espaces fibrés principaux.

Soient G’ et G” des sous-groupes de G, H'(X, G') et H”(X G")
des s.e.f.p. de I'e.f.p. H(X, G). Etudlons leur intersection.

Prorosition I, 4, 1. — St 2’eH, et 2"=z".ge H, (ze X,
geG), pour que H,n H; == @, il faut et suffit que g G'.G".
Alors, si zeH,nH,,ona H.nH, =z.[ou [ = G'n G".

En effet, st H,n H, = @, soit ze H;n HJ’;; comme ze H),
z= z'.g' (g' e G') et comme ze H",, z=2".g" (g e G”); alors
z'.g" =1z.g soit 2"=12".(g. g""l), dou g=¢g'.g"1eG.G"
et remproquement D’autre part, si z,, z,e H; n Hﬁ;, Z,=12,.7:
puisque z,, z,€ H; (resp. H)) ve G’ (resp. G") de sorte que
v el et réciproquement; donc H nH;, =z.I.

Supposons, pour simplifier 'exposé, que p(H' n H") = X
alors K= H'n H" satisfait aux conditions 1° et 20 de la
proposition (I, 3, 1) et pour que K soit un ['s.e.f.p. de H, il
faut et suffit qu’il admette des sections locales au voisinage
de tout z « X. Soit U un ouvert de X muni de sections locales
o' (resp. ") de H' (resp. H”); on a

o"(z) =d'(2).8(z) zeU
ou z — g(x) est une application continue de U dans G, a
valeurs dans G’'.G” puisque H,nH;=£@. Si K est un
s.e.f.p., U admet un recouvrement ouvert {U,} muni de sec-
tions locales g, de K au-dessus de U, : g, est aussi une section

locale de H' > K (resp. H”), de sorte qu’il existe une fonction
continue g, (resp. g), Uy — G’ (resp. G”), telle que

pa() = 0'(2). 8o(2) = ¢"(2). g8 (z) ze U,
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d’ou
(1) 8(z) = gu(@). ga().
Réciproquement, si U admet un recouvrement {U,} muni

de fonctions continues g,(resp. gy) & valeurs dans G’ (resp. G")
satisfaisant a4 (1) on a dans U,

5"(z) = o’(2). ga(2) . ga(®)
de sorte que

pa(2) = (7). ga(7) = o"(2). g7 (2)

est une section locale commune 4 H' et H” au-dessus de U,,
c’est-a-dire une section locale de K. Ceci nous conduit a poser

DEriniTioN I 4, 1. — Une application continue f d’un espace
topologique Y dans le groupe topologique G & valeurs dans
G'.G" (G’ et G” sous-groupes de G) est dite localement facto-
risable dans G'.G" s’il existe un recouvrement ouvert {Y,} de
Y munt d’applications continues g, (resp. g¢) de Y, dans G’
(resp. G”) telles que, pour yeY,, on ait f(y)= g«(y).8a(y)-

Nous avons établi

ProrositioN I, 4, 2. — Soient H'(X, G') et H'(X, G") des
s.e.f.p. de H(X, G) et {Up} un recouvrement ouvert de X muni
de sections locales o) (resp. o) de H' (resp. H"), liées par
oa(z) = os(x).ga(2). Pour que K= H nH" soit un s.e.f.p.
de H, il faut et suffit que les fonctions gx prennent leurs valeurs
dans G'.G" et soient localement factorisables.

Il en sera toujours ainsi, sous la seule réserve que

p(H nH") = X,
si G’ et G” satisfont & la propriété suivante.

DErintTioN 1, 4, 2. — Un couple G’, G” de sous-groupes du
groupe topologique G est dit régulier st toute application continue
d’un espace topologique dans G, a valeurs dans G'.G”, est loca-
lement factorisable.

Prorosition I, 4, 3. — Etant donnés un groupe topologique G
et deux sous-groupes G’ et G”, pour que lintersection d’'un
G'-s.e.f.p. H et d’un G"-s.e.f.p. H" d’'un e.f.p. H(X, G) sout
un s.e.f.p., dés que p(H' n H") = X — et ceci quels que soient
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X, H, H', H" — il faut et suffit que le couple G’, G" soit un couple
régulier de sous-groupes de G.

La condition, suffisante d’apres la proposition (I, 4, 2), est
nécessaire en effet solent donnés un espace topologique X et
une fonction continue g: X — G'.G"; soient H= X X G,
5'(z) = (z, e); o’ estune section deH et H'(X, G’) = U s'(z).G’

r €X
un s.e.f.p. (prop. I, 3, 1). ¢" défim par ¢"(z) = ¢'(x). g(x)
est une section de H, et H"(X, G") = Uc"(x).G” un s.e.f.p.

z€X
Alors, p(H'n H") = X puisque g(z)e G'.G" quel que soit
ze X. 51 H' n H" est un s.e.f.p., d’apres la proposition (I, 4, 2)
g est localement factorisable: X et g étant arbitraires la
proposition est établie.

Nous allons chercher maintenant dans quelles conditions
un couple de sous-groupes est régulier. Soit G’, G” un couple
régulier de sous-groupes du groupe topologique G; I'apph-
cation identique de G’.G” est, en particulier, localement
factorisable, et il existe un recouvrement ouvert {0,{ de G'.G"
et des applications continues g, (resp. g,) de O, dans G’
(resp. G”) telles que, pour ge0,, on ait

8 = 8a(8)- 8a(8)-

Alors soit f une application continue de I’espace topologique
Y dans G’.G”, les Y, = f~!(0,) forment un recouvrement ouvert
de Y muni des applications continues g, = gsof (resp. g, = gy f)
dans G’ (resp. G"), et, pour ye Y, f(y) = 8.(¥). 8a(y). Cest-
a-dire que le couple G’, G” est régulier dés que I'application
identique de G'.G" est localement factorisable.

G’.G" est un sous-espace saturé de G pour la relation d’équi-
valence 4 gauche modulo G” et, si Papplication canonique =
de G sur G/G” est une fibration, G'.G” admet par restriction
4 B ==(G’'.G") de la structure fibrée de G, une structure
fibrée principale de groupe G”. Soit V un ouvert de B muni
d’une section locale s, y — s(y) e G'.G"; le couple G', G”
étant régulier s est localement factorisable, et, localement
dans V,

sy) =&'(y).&"(y), &eG, gWyeG

les fonctions g’ et g” étant continues. Or,

y = m(s(y)) = =(g'(y).8"(y)) = =(¢'(y))
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de sorte que g’ est une section locale a valeurs dans G'. Réci-
proquement, supposons que la structure fibrée de G'.G”
admette dans un voisinage U de y, = w(e) une section locale s
a valeurs dans G’, dont on peut supposer que s(y,) =e. Il
existe une telle section au voisinage de tout y, € B. En effet,
y, =7(g.8) =7(g) (geG, gieG") et la translation a
gauche g — g;.g est un homéomorphisme de G qui conserve
G'.G” et dont la restriction 4 G'.G”", qui est muni de la topo-
logie induite, est encore un homéomorphisme; de méme I’appli-
cationy — g,.y(y € B) est un homéomorphismede B.V = g,.U
est un voisinage de y, et 'application de V dans G'.G" '

yeV>glyeU—s(g.y) = gi.s(g™.y) = ty)

est continue et & valeurs dans G’. Comme

m(t(y) = g.7(s(gr.y) = g (g y) =y

t est la section locale annoncée au-dessus de V. Alors I'apphi-
cation ®y de V X G” sur n72(V)

(y, g") —>ty).g", yeV, g"'eG”

est une carte locale de la structure fibrée de G’.G", de sorte
qu’il existe une fonction continue g, sur = '(V) a valeurs
dans G”, telle que

g = Ov(m(g), &v(g)) = t(n(g))-gv(g), ge==(V)

t prenant ses valeurs dans G’, ceci signifie que I'application
identique de G'.G" est factorisable dans ©~1(V), et, les n=(V)
recouvrant G'.G", que le couple G’, G” est régulier. Ainsi:

ProrositioN I, 4, 4. — Pour qu’un couple G', G” de sous-
groupes du groupe topologique G soit régulier, il faut et suffit
que Uapplication identique de G'.G" soit localement factorisable.
Si U'un des sous-groupes G" (resp. G') est (L.T.), il faut et suffit
que la fibration de G'.G" par les classes a gauche modulo G”
(resp. a droite modulo G') admette une section locale a valeurs
dans G’ (resp. G").

Cette derniére condition exprime que la restriction =’ de
= &4 G’ admet des relévements locaux. Soit z € B, g’ € n'7(z),
gren’Y(z); alors gi=g'.g", g’€G" d'ou g"«eG'nG"=T;
comme réciproquement, n'(g’.[') = n'(g) =y, =" (y)=¢".T
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(y € B) est une classe 4 gauche modulo . Ainsi se trouve
définie une application biunivoque f’ de G’/I"' sur B par

f'(g'.I)=='(¢') = ¢'.G"
de sorte que, si g est 'application canonique de G’ sur G/,
on a le diagramme commutatif

.
/N
£
s/ r

g étant ouverte et ©’ continue, [’ est continue. Si ¢ est un relé-
vement de =’ au-dessus de Ve B, gof’ est un reléevement de
q au-dessus de f'~1(V) ouvert de G'/T', de sorte que ¢ est une
fibration. Réciproquement, si ¢ admet des relévements
locaux, et s1 de plus f’ est un homéomorphisme, ce que 'on
ne peut en général affirmer, ©’ admettra des reléevements
locaux et le couple G’, G” sera régulier. On en déduit, f” dési-
gnant l'application biunivoque de G"/I' sur G'.G"/G’ définie
de fagon analogue a f':

TutoreME I, 4. — Pour qu’un couple G’', G” de sous-groupes
(L.T.) d’'un groupe topologique G soit régulier, il faut que
[' = G’ n G”" soit un sous-groupe (L.T.) de G’ et G". St l'une des
applications ' ou " définies ci-dessus est un homéomorphisme,
cette condition est suffisante; il en est ainsi en particulier dans
les deux cas suivants:

10 G’ (ou G”) est ouvert dans G, 2° G'[T" (ou G"|T') est compact.

Pour achever la démonstration, il reste a montrer que f’
ou f” est bicontinue dans les deux cas indiqués : montrons-le
pour f’. ‘

10 pour que f'~' soit continue, il faut et suffit que =’ soit
ouverte, ou encore que le saturé par G” d’un ouvert de G’
soit ouvert dans G'.G": ce sera le cas si un ouvert de G’ est
un ouvert de G, c’est-a-dire si G’ est ouvert dans G. 20 G”
étant un sous-groupe (L.T.) de G est fermé, donc G/G” et
B c G/G”" sont séparés; alors si G’/ est compact, f’ application
biunivoque continue d’un compact sur un espace séparé est
bicontinue.

r—1
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5. — Espaces fibrés principaux et sous-espaces
dans le cas différentiable.

Différentiable signifiera toujours «d’une classe de diffé-
rentiabilité arbitraire — y compris analytique — compatible
avec les données», la classe n’étant précisée qu’en cas de
nécessité.

DerinitioN I, 5, 1. — Un espace fibré principal différen-
tiable (resp. un e.f. différentiable) est défini par la définition
(I, 1, 1) (resp. I, 1, 2) ot 'on suppose de plus que la base X,
ainst que les composantes connexes de H et F sont des variétés
différentiables, et G un groupe de Lie; toutes les applications
intervenant dans la définition sont différentiables; les homéo-
morphismes sont différentiables et réguliers (& Jacobien = 0).

Remarque I, 5. — Soient H un ensemble muni d’une pro-
jection p sur la variété différentiable X, ® un recouvrement
ouvert de X et pour tout Ue®R une application biunivoque
¢y de U X G sur p~(U) telle que

@) peduls, g) =z, v U, geG.

b) pour tout couple Ue®R, VeR, Un V=0 i1l existe une
fonction différentiable s, , sur Un 'V a valeurs dans G telle
que

Dy'eby(z, g) = (z, s,,.(2).8)-

Alors, 1l existe une structure unique d’e.f.p. différentiable
H(X, G) de projection p, telle que les @y soient des cartes locales.

Les constructions du paragraphe I, 2 (e.f.p. associé, modelé,
quotient par un sous-groupe fermé du groupe structural,
produit fibré) conduisent a des e.f. différentiables; le théoréme
de surfibration (prop. I, 2, 2) est valable pour des sous-groupes
fermés G"cG <G sans hypothése supplémentaire, les
espaces et applications du diagramme étant tous différen-
tiables. Enfin, les homomorphismes d’e.f.p. sont définis comme
au paragraphe (I, 3), f étant simplement supposée différentiable
et réguliére.

Toutefois, la notion la plus naturelle de s.e.f.p. différentiable
différe de celle de s.e.f.p. dans le cas topologique (déf. I, 3, 1)
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dans la mesure ou une sous-variété différe d’un sous-espace :
elle est en général munie d’une topologie différente de la topo-
logie induite. D’une fagon précise, sous-variété désignera dans
la suite une variété régulierement plongée sans point double (°)
et 'on dira qu’une sous-variété est propre si sa topologie coin-
cide avec la topologie induite. De méme nous appellerons
sous-groupe de Lie d’un groupe de Lie G, un sous-groupe abstrait
G’ de G qui soit lui-méme un groupe de Lie et dont la compo-
sante connexe de l'identité G, (pour la topologie propre
de G’) est un sous-groupe analytique de G ("); st G’ est une
sous-variété propre de G, G’ est alors un sous-groupe de Lie

propre.

DeriniTioN I, 5, 2. — Sotent H(X, G) un e.f.p. différentiable
et G’ un sous-groupe de Lie de G. Un G'-s.e.f.p. différentiable
de H(X, G) est un e.f.p. différentiable H'(X, G’) dont

a) la variété différentiable sous-jacente H' est une sous-variété
de H (ou si H et H' ne sont pas connexes, chaque composante
connexe de H' est une sous-variété d’'une composante connexe
de H.),

b) la projection p’ est la restriction a H' de la projection p,

¢) la translation & droite par g' € G’ est la restriction a H'
de la translation a droite D, opérant sur H.

Dans cette définition, G’ est muni d’une structure déter-
minée de sous-groupe de Lie de G associée a une topologie G;
soit G,, une topologie moins fine que & pour laquelle G’ est
encore un sous-groupe de Lie de G et soit p 'homomorphisme
identique de G’ muni de © sur G’ muni de G, (noté G,): c’est
un homomorphisme continu de groupes de Lie, donc analy-
tique. Il existe sur H' une structure unique de.f.p. différen-

() On peut prendre, par exemple, la définition donnée par Chevalley ([11],
p- 85, déf. 1) pour les sous-variétés analytiques, en supposant les données simple-
ment différentiables.

(?) On peut déduire d’un théoréme de Yamabe [27] sur les sous-groupes connexes
par arcs d’un groupe de Lie la construction de toutes les topologies d’un sous-groupe
abstrait G’ de G pour lesquelles il est sous-groupe de Lie de G: ces topologies cor-
respondent biunivoquement aux sous-groupes distingués K de G’ connexes par arcs
dans G; K étant donné, la topologie correspondante (G’, K) de G’ admet pour
systéme fondamental de voisinages de l'identité e les composantes connexes par
arcs de e dans les voisinages ouverts de e pour la topologie induite sur K. Une de
ces topologies est moins fine que toutes les autres: celle qui s’obtient en prenant
pour K la composante connexe par arcs de e, G} de G’ pour la topologie induite.
Cette derniére coincide en particulier avec la topologie induite si G’ est fermé.
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tiable H'(X, G)) telle que Uapplication identique de H' soit un
homomorphisme de.f.p. différentiables compatibles avec ¢ de
H'(X, G') sur H'(X, G{), et pour cette structure H’' est encore un
s.e.f.p. différentiable de H. Soit en effet {Py} une famille de
cartes couvrant H’ pour la structure H'(X, G’): pour que
I'application identique f de H’ soit un homomorphisme, il
faut que les ®y — exactement les fo Py — soient encore des
cartes pour H'(X, Gj) car on doit avoir

f° (I)u<$, g) = f[q)u(x, e)'g] = f[(])v(x1 e)J - 8-

Comme f est différentiable, f[®,(z, e)| est une section locale
différentiable sur U de H(X, G)) et

(I)i,U : (x, g) —> f[(I)U(x’ e)] -8

doit alors é&tre une carte locale d’aprés 'axiome d) de la défi-
nition (I, 1, 1). Or, si sy v est la fonction sur Un V & valeurs
dans G’, associée au changement de coordonnées locales
P37t oPy =D yo®, y (cf. remarque I, 5, 1) c’est encore une
application différentiable dans G; puisque p est analytique,
de sorte que les cartes {®, y| définissent effectivement sur
H' une structure H'(X, G,). Pour montrer que H'(X, G]) est
un s.e.f.p. différentiable de H, il reste & montrer que H' muni
de la structure différentiable sous-jacente a H'(X, G{) est
une sous-variété; soit j I'application identique de H' dans H;
Papplication sy de U dans H définie par sy(z) =jo Py(z, e)
est une section locale différentiable de H et

By : (z, g) >ou(r).g zeU, geG
est une carte locale de H dont la restriction 3 U X G’ est

jo®u, d’aprés Paxiome ¢) de la définition (I, 5, 2). Dans les
cartes Oy (ou D, y) et Dy, j est application

(x, 8)eU X G —(z, g)eU X G

application qui est différentiable et réguliére aussi bien pour
G, que pour G’, puisque G; est un sous-groupe de Lie de G.
Ceci achéve la démonstration. Les cartes associées Oy et Py
montrent de plus, puisque p'~1(U) (resp. p~3(U)) est un ouvert
de H'(X, G') (resp de H(X, G)) que H’ est une sous-variété
propre de H si et seulement si G est un sous-groupe de Lie
propre de G.
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En particulier, en prenant pour G, la moins fine des topo-
logies de G’ pour lesquelles il est un sous-groupe de Lie de
G (*), on obtient pour H' une structure minimale de s.e.f.p.
différentiable de H. Cette derniére topologie de G’ n’étant pas
en général la topologie induite, ’e.f.p. topologique sous-jacent
a H'(X, G]) n’est pas en général un s.e.f.p. topologique de
Pe.f.p. topologique sous-jacent 4 H. Comme le sous-espace
H’ de H satisfait manifestement aux hypothéses de la propo-
sition (I, 3, 1), les sections locales différentiables de H'(X, Gy)
fournissant des relévements locaux de p’ continus pour la
topologie induite, H' admet aussi une structure de s.e.f.p.
topologique de H: cette derniére coincide avec la structure
sous-jacente & H'(X, G{) si et seulement si1 H’ est une sous-
variété propre de H, ou G’ un sous-groupe de Lie propre de G.
Il en est ainsi en particulier si H' est fermé dans H, puisque
d’apres la proposition (I, 3, 2) G’ est alors fermé dans G. D’ou:

ProrosiTioN I 5, 1. — Soit H'(X, G’) un s.e.f.p. différen-
tiable de H(X, G) muni de sa structure minimale: pour que,
sur H', la structure d’e.f.p. topologique sous-jacente ¢ H(X, G’)
coincide avec la structure de s.e.f.p. topologique de H(X, G),
il faut et suffit que G’ soit un sous-groupe de Lie propre de G
(ou, ce qui est équivalent, que H' soit une sous-variété propre
de H) on dira alors que H' est un s.e.f.p. propre de H; ll en
est ainst en partwulwr st H' est fermé.

Nous allons maintenant établir 'analogue de la proposition

(I, 3, 1).

Prorosition I, 5, 2. — Soit G’ un sous-groupe de Lie de G
et H(X, G) un e.f.p. différentiable. Pour qu’une partie H' de
H admette une structure de G'-s.e.f.p. de G, il faut et suffit que
la restriction p’ de p @ H' jouisse des propriétés suivantes :

10 p'(H') = X.

20 p'1 () =2.G" si zeH et 2 =p.z.

30 p’ admet des relévements locaux qui sont des sections dif-
férentiables de H.

Montrons que ces conditions sont suffisantes; soit ® un
recouvrement ouvert de X, ou chaque Ue®R est muni d’une
section locale différentiable 5y 4 valeurs dans H'. Pourze Un V,

(]) Voir note (7) page 27.
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UeR, VeR, sy(z) =0v(2).sv v(x); 5., est une application
différentiable de UnV dans G, qui d’aprés ’hypothése 20
prend ses valeurs dans G’: c’est une application différentiable
dans G'(*). Soit ¢y I'application de U X G’ sur p’~}(U):

Py(z, §') =ou(2).8, g<G, zeU;
le changement de cartes ¢v'c®y est 'application
(z, &) = (2, 84,.(%).8), zeU, geG

et par conséquent, la collection {®y{ définit sur H’ une
structure d’e.f.p. différentiable H'(X, G’) de projection p'.
Pour établir complétement la proposition il reste a établir
que H’ est, avec cette structure, une sous-variété de H, ce
qui découle de la considération des cartes de H associées
aux mémes sections sy de H.

Les sous-groupes G’ d’un groupe de Lie pour lesquels
G — G/G' est une fibration analytique étant identiques a ses
sous-groupes fermés, on déduit de la proposition (I, 5, 2) la
proposition suivante par la méme démonstration qui a permis

d’établir la proposition (I, 3, 3) a partir de (I, 3, 1):

Prorosition I, 5, 3 (*°). — Les s.e.f.p. différentiables fermés
d’un e.f.p. différentiable H(X, G) correspondent biunivoquement
auzx sections différentiables des espaces H|G', ot G’ est un
sous-groupe fermé quelconque de G.

6. — Intersection
des sous-espaces fibrés principaux différentiables fermés.

La méme analyse qu’au début du paragraphe I, 4 conduit
aux définitions et propositions suivantes :

DerinitionN I, 6, 1. — Une application différentiable d’une
variété Y dans un groupe de Lie G a valeurs dans G'.G" (G’ et
G” sous-groupes de Lie de G) est dite différentiablement localement
factorisable dans G'.G", st elle est localement factorisable au

(%) Ceci découle du lemme (I, 6, 2) ou G’ est considéré comme intégrale du sys-
téme de Pfaff constitué par le champ de plans engendré par translation & gauche a
partir de I'algébre de Lie G' de G'.

(0) Cf. J. Frenkel [15], proposition 19, 2.
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sens de la définition (I, 4, 1), les facteurs g, (resp. g,) étant
des applications différentiables dans G’ (resp. G").

Prorosition I, 6, 1. — Sotent H' (X, G') e¢ H" (X, G")
des s.e.f.p. différentiables de H(X, G) et { Va} un recouvrement
ouvert de X muni de sections locales différentiables o) de H'
(resp. 4 de H") lides par o\(x) =0\ (z).ga(z) (x € Va). Pour
que K = H'nH” soit un s.e.f.p. différentiable de H, il faut
et suffit que les fonctions g, prennent leurs valeurs dans G'.G"
et sotent différentiablement localement factorisables.

Reprenons la démonstration de la proposition (I, 4, 2) avec
ses notations et nos nouvelles hypothéses. Si 'on suppose
K s.e.f.p. différentiable, p, est une section locale différentiable
de H & valeurs dans H' (resp. H") et les fonctions g, (resp. g;)
des applications différentiables dans G a valeurs dans G’
(resp. G"): alors g, (resp. g) sont des applications différen-
tiables dans G’ (resp. G”) (*!) et g est donc différentiablement
localement factorisable. La réciproque découle de la propo-

sition (I, 5, 2).

DeriniTiON I, 6, 2. — Un couple G', G” de sous-groupes de
Lie de G est dit générique st toute application différentiable
dans G, a valeurs dans G'.G" est différentiablement localement
factorisable.

Prorosition I, 6, 2. — Etant donné un couple de sous-groupes
de Lie G', G" de G, pour que Uintersection de deux s.e.f.p. dif-
férentiables H'(X, G') et H"(X, G") de Ue.f.p. différentiable
H(X, G) soit un s.e.f.p. de H dés que p(H' n H") = X — et
ceci quels que soient X, H, H', H" — il faut et suffit que le
couple G';, G" soit un couple générique de sous-groupes de G.

Nous allons maintenant établir des conditions suffisantes
pour qu'un couple de sous-groupes fermés d’un groupe de
Lie G soit générique. Nous aurons besoin, pour cela, du

Lemme I, 6, 1. — Soient V, une sous-variété propre d’une
variété différentiable W, et g une application différentiable
d’une variété U, dans W, prenant ses valeurs dans V,: alors g
est une application différentiable de U, dans V,.

En effet, si 'on suppose seulement que V, est une sous-

(1) Cf. note (9) page 30.
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variété pas nécessairement propre, pour tout ge V, il existe
un voisinage O sur V, (pour la topologie propre de V,) muni
de coordonnées locales X! (i = 1, 2, ..., n) et cubique pour ces
coordonnées (|X'— Xi| <<b), et un voisinage O’ sur W,
muni de coordonnées locales z*(a = 1, 2, ..., m) et cubique
pour les z*(|z* — 23| << b), tels que Oc O’ et que la restriction
a O de Papplication identique f de V, dans W,, soit

Z = Xj, =0, (k=1, ..., m—n).

Si de plus V, est une sous-variété propre, tout ouvert de V,
étant la trace sur V, d’un ouvert de W,, on peut restreindre
O et O’ de telle sorte que O = O’ n V,. Soit alors r € U, g(r) = ¢,
et g, 'application dans V, définie par g. g7(0’) étant un ouvert
de U, 1l existe un voisinage ouvert @ de r sur U, muni de
coordonnées locales 2%(a =1, ..., p) tel que g(w)<cO’. Comme
g(w)e V,, g(w)e V,n0" =0 et la restriction de g 4 » s’exprime
par

Z =gz, ..., 2*)(i=1, ..., n); 2 *=0k=1, ..., m—n)
les fonctions g' étant différentiable pour |2* — z§| << b. Alors
g (w) = g(w) <O, et la restriction de g, & w s’exprime par
X = gi(at, 22, ..., )t =1, 2, .., n) c.q.f.d.

Reprenons, avec les hypothéses actuelles, les notations de
I, 4. La projection naturelle ¢ de G’ sur G'/T' définit sur G’
une structure d’e.f.p. analytique G'(G’[T', I'). Le fibré associé
de fibre G”, [' opérant sur G” par translation a gauche, est
I'ef. analytique G”(G’) obtenu en prenant le quotient de
G” X G’ par la relation d’équivalence p (déf. I, 2, 1):

(&, &)~ (v.8" &g.v"), &G, g'eG’, yel.
L’application de G” X G’ dans G
(&' 8)—>¢'.¢

passe au quotient puisque (g'y7!).(yg8") =g .8". Si a est

Papplication naturelle de G” X G’ sur G"(G’) I'application
obtenue f de G"(G’) dans G

a(g’,g)~¢g'.¢g

est une bijection sur G'.G", ce qui définit en particulier sur
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cet ensemble une structure de variété analytique. Soit p
la projection de G"(G’) sur sa base G'/[':

s , Poule g) =4lg) =L
d’ou flopea(g’, g') =f'(g.I') = g'G".

D’autre part mofoa(g”, g') = n(g'g") = g'.G", c’est-a-dire que
Mo f = f’ o p,

On a ainsi, ¢ désignant I'injection de G’ dans G, le diagramme
commutatif

a"(a’)

(0) /1/' in

G/l" — G /e

f' étant injective définit aussi sur son image B ==(G'.G")
une structure de variété analytique. Nous allons montrer
que f et [’ sont des applications analytiques partout réguliéres
et que par suite G'.G" (resp. B) est une sous-variété analytique
de G (resp. G/G").

Soit x, = g(e) et U un voisinage ouvert de z, muni d’une
section analytique s de la fibration ¢, avec s(z,) = e. Dans
U, f' = moios: c’est un produit d’applications analytiques
et f’ est analytique dans U. Nous noterons 3 Papplication
linéaire tangente a une application 3, T, D'espace vectoriel
-tangent 4 G’/ en z,, G (resp. G’, G", I les espaces tangents

~en e a G (resp. G/, G", I). Soit n la dimension de T,,; de
gos = identité de U découle que s(T;,) est de dimension n
et supplémentaire & ['; i étant injective, identifions G'
et i(G"); s(T,)<G’ entraine s(T,)nG"cG' nG"=T d’ou
s(T,,) n G” cs( 2)n [, qui est nul puisque s(T,) est supplé-
mentaire & [': donc s(T,)nG”" =0 et G” étant le noyau
de w, dim=(s(T,,))) = dims(T,,) = n; c’est-a-dire, en revenant
aux notations completes que f'(T,,) = wo10s(T,,) est de dimen-
sion n.f’ est donc réguliére au point z,. Par homogénéité, on
en déduit que f’ est partout analytique et réguliére : en effet,
G’ opére a la fois sur G'/I' et G/G”, transitivement sur G'/[,
ses opérations étant des isomorphismes analytiques des deux
espaces qui commutent avec f'.

12
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A la section s de G’ sur U est associée la carte analytique

de G"(G) (cf. déf. 1, 2, 1) :
UX G —=G"(G) (z8) =Pz 8") = a(g" s(z)
d’ou
(1) fo®(z, g") = s(z).8"

ce qui montre que f est analytiqﬁe dans I'ouvert (U X G").
Si T, est 'espace tangent & G"(G’) au point @ (z,, e) = f~1(e),
il découle de (1)

(2) f(T.) = s(T.) + G".

Or, nous avons montré que s(T,) est transversal a G”" et
le second membre de (2) est une somme directe d’ot

dim f(T,) = dim T,, + dim G" = dim G"(G’)
ce qui montre que [ est réguliére au point f~ (¢). D’autre part,
comme G’ =s(T,) 4+ [ et ['c G”, on voit
(3) f(T)=G"+ G"

Enfin, pour montrer que f est partout analytique et régu-
liére, nous montrerons que I'isomorphisme analytique ¢ de G

g—>5(g) =8.8.8 geG, geG" fixés, geG

qui laisse G'.G” invariant, induit sur G”(G’) un isomorphisme
analytique. La restriction & ®(U X G”) de la transformation
induite f~lozof est définie d’aprés (1) par

(4) [TrogofoO(z, 8") = [Trog(s(2).8") =" (gi-5(2).8-8))-
Soient o la section de G’ — G’/ au-dessus de V=g;.U
y—=>ay) = g.s(g "y

et 1 la carte associée de G"(G')
(v &) > ¥(y, 8") = «(8", o(y)) y= V, g"<G".
Alors, fo¥(y, g") =0o(y).g" et sizeU
() f-¥(e-2 g'-8) =o(g.2).8" .8 = g-5(z).8 - &
En rapprochant (4) et (5) il vient _
[Tregofod(z, g') = ¥(gi.z, &' gl)
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ce qui signifie que, dans les cartes analytiques ® et ¥ de G"(G'),
fegof s’exprime par

(z, 8") = (8-, g"-8l)
qui est manifestement un isomorphisme analytique, c.q.f.d.

La proposition suivante nous servira a établir les deux
théorémes que nous avons en vue:

Prorosition I, 6, 3. — Toute application différentiable
dans G'.G", muni de la structure analytique qui vient d’étre
définie, est différentiablement localement factorisable.

Une telle application h est une application différentiable
d’une variété W dans G”(G’). Soit {O,} un recouvrement ouvert
de G'/I', chaque O, étant muni d’une section locale analytique
g, de G' - G'[[', et G"(G’) de la carte associée ¥,

II

(z, g") = Ya(z, &) = a(g", 0(z)), =2e€0, g"eG"

Les W,=h"1op~ (O,,) constituent un recouvrement ouvert
de W; la restriction h, de » & W, est une application diffé-
rentiable dans p~1(0,), c’est-a-dire qu’il existe des applications
différentiables z, de W, dans O, (resp. g, de W, dans G")
telles que

= V,(z,(2), g(z)) pour zeW,
Alors, f(h ) fle(gu(z ) 5u(Za(2))] = 5.(7.(2)) . g2(2), 5. étant

une application analytique dans G’, g, =,°2, est une appli-
cation différentiable dans G’, ce qui établit la proposition.

Considérons a nouveau le diagramme (D); p et = étant des
applications ouvertes, et I'image par f d’un ensemble saturé
pour p étant saturée pour T, il est évident que, si f est un homéo-
morphisme (sur un sous-espace) il en est de méme de f’.
Réciproquement supposons que f’ est un homéomorphisme;
soit s une section de G’ — G'/I' au-dessus d’un ouvert U;
V = f’(U) est un ouvert relatif de B==(G’'.G") et s = iosof'?
est un relévement de = au-dessus de V continu pour la topolo-
gie induite; c’est donc une section locale de la restriction a B
de l'e.f.p. topologique sous-jacent 4 G — G/G"; dans les
cartes locales associées a s et o, f se traduit par

(2, 8") > (f'(z), &) zeU, g"eG”

et par suite f est un homéomorphisme. Lorsque f et f’ sont
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ainsi des homéomorphismes, G’':G” est une sous-variété propre
de G et (lemme I, 6, 1) une application différentiable g d’une
variété W dans G, a valeurs dans G’'.G” est une application
différentiable dans G’.G” (exactement, h = f2og est une
application différentiable dans G"(G')) : par suite de la propo-
sition (I, 6, 3) g est différentiablement localement factorisable.
Nous avons démontré :

Tutorime I, 6, 1. — Soient G’ et G” des sous-groupes fermés
du groupe de Lie G. St G'.G" est une sous-variété propre de G,
le couple G', G” est générique; il en est ainst en particulier dans
les deux cas suivants:

10 G' (ou G”") est ouvert dans G, 20 G'[[' (resp. G"|[') est
compact.

Les doubles classes V, = G'.g.G" (g« G) sont aussi des
sous-variétés analytiques de G puisque V,=g.(g71.G’.g).G".
L’espace tangent en e a (g.G’.g).G" est d’aprés la formule
(3) (adj g*)G’ 4 G”, et I'espace tangent en g a V, est donc

6) T,=L,(adjg?.G’' 4 G")
=D,.G' +L,.G"=G'.g+¢.G"

avec des notations qui sont claires. Elles constituent un feuil-
letage analytiques F de V. Un point &< G sera dit régulier
pour le feuilletage F s’il existe un voisinage ouvert O de g,
tel que dim V, = dim V,, ou dim, T, = dim T,, pour geO.
L’ensemble Q des points réguliers est donc un ouvert. Il est
saturé pour le feuilletage F car, si g, est régulier et g e Vg,
il existe g, e G’ et g e G” tels que g, = g,.88/; 0, =g.9.8,
est un voisinage ouvert de g, et, pour g, € 0, il existe ge O tel
que g, = g,.8.8, de sorte que V,, =V, et

dim V, =dim V, =dim V,_.
La condition de régularité équivaut d’apres (6) a
dim (adj g72)G’ n G" = dim (adj g7*)G' n G" pour geO.
(adjg*)G’ dépend analytiquement de g; par conséquent une
base étant choisie dans G, la condition précédente signifie
que le rang r(g) d’un certain systéme linéaire homogéne S,

dont les coefficients sont des fonctions analytiques sur G est
constant dans O. Alors les mineurs d’ordre r(g,) + 1 de S
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sont des fonctions analytiques sur G nulles sur un ouvert O:
ils sont donc identiquement nuls sur la composante connexe
C,, de G, de sorte que pour tout gngo, on a r(g) < r(g.).
Si g e g0 €St reguher le méme raisonnement montre que
r(g) <r(g) pour ge(C,. Ces deux inégalités entrainent
r(g,) = r(g,), c’est-a-dire que, si g, est régulier

(7) r(g) = supec,,(8) = ¢
soit

(8) dim(adj g7*)G’' n G" = inf,eq,, dim (adj g7*)G' n G".

Inversement, si g, satisfait a (7), il y a en g, un mineur de S
d’ordre ¢ qui n’est pas nul : ce mineur est différent de zéro dans
un voisinage ouvert O c C, de g, de sorte que, pour geO,
rigg >=¢ et par suite de (7), r(g) = ¢. Il y a donc identité
entre les points de C, n{() et ceux qui satisfont a (7): ceci
montre que () n’est pas vide, et que le complementaire dans
C,, de C,,nQ est I'ensemble ‘des zéros des mineurs d’ordre c
de S, fonctions analytiques sur C, non toutes identiquement
nulles : C,, n Q est donc dense dans C,, et (! partout dense
dans G.

Supposons ee{): alors G'.G"c () et () est un voisinage
ouvert de G'.G”. Supposons aussi pour simplifier 'exposé
que Q et G'. G" sont connexes — sinon les mémes raisonnements
s’appliquent aux composantes connexes — () ouvert connexe
de G est une variété analytique dont G'.G” est une sous-
variété, et les V, (g e (1) et leurs plans tangents T, ont tous la
méme dlmensmn Comme d’aprés la formule (6) T, dépend
analytiquement de g, le champ de plans T, ge Q —>T définit
sur Q un systéme de Pfaff analytique complétement intégrable
dont les V,, et en particulier V, = G’.G”", sont les intégrales
maximales. Or,

Lemme I, 6, 2. — Soient T un systéme de Pfaff analytique
sur une variété analytique Q et V une variété intégrale de T
dénombrable é Uinfini. Si h est une application différentiable
de classe C¥(s =1, 2, ..., ©, w) d'une variété W dans Q, a
valeurs dans V : alors h est une application différentiable C*
dans V.

Cette proposition est démontrée dans Chevalley [11] (ch.
III, § 9, p. 94, prop. 1) pour s=w: elle s’étend sans change-
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ment pour s quelconque. G étant connexe est dénombrable
a l'infini et sa sous-variété G'.G” I'est aussi (ibid., prop. 2):
on peut donc appliquer le Lemme (I, 6, 2) &4 V=G'.G";
une application h différentiable C° de W dans G a valeurs
dans G'.G” est une application différentiable dans (), et par
suite dans G’.G”; la proposition (I, 6, 3) montre alors que A
est différentiablement localement factorisable.

Enfin, soient g, € G, et le couple de sous-groupes fermés
g 1.G'. g, G”; Soient V' les doubles classes, 7' le feuilletage
et T' le champ de plans définis & partir de ce couple; 7' et T'
se déduisent de F et T par translation a droite par g

V;=(g*.G'g).8.G"=g1.V,, dou T;=g?.T,,.

Par suite, pour que e soit régulier pour 3, il faut et suffit
que g, le soit pour F. Ainsi se trouve établi :

TutorkME I, 6, 2. — Les couples de sous-groupes fermés du
groupe de Lie G sont « presque toujours» génériques au sens
sutvant: soit G', G” un couple de sous-groupes fermés; l’ensemble
des g e G tels que le couple adj g=*.G’, G” soit générique contient
un ouvert partout dense dans G. Pour que ce couple soit générique,
il suffit que g soit régulier pour le feuilletage de G par les doubles
classes G'.g.G".

ExempLEs. — Soient r, ', r”, les dimensions de G, G’, G”".
La condition de régularité est slirement réalisée au point e si
a) en utilisant la condition (8), dim G’ n G” = 0 c’est-a-dire
si = G ' nG” est discret;
b) en utilisant la condition (7), r(e) = (r—1r') + (r —r")
soit ' 4 r" — (r — r(e)) = r c’est-a-dire
dimG’ 4 dim G" — dim G’ n G" = dim G
ou dim (G'+ G") =dimG ou G '+ G"=G;
¢) 'un des groupes G’'(ou G”) est distingué, auquel cas
(adj g71.G’)nG" = G'nG"” a une dimension constante et
Q=G;
d) I'=G nG" est distingué, car alors G'>[' entraine
(adj g)G'> T, d’ou (adj g)G 0 G5 [ et
dim (adj g7*)G'n G" > dim ([' = G’ n G")

qui entraine la régularité de e d’aprés (8).
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ReMARQUE. — Le critére de généricité donné par le théo-

reme (I, 6,3) n’est nullement nécessaire. Soient par exemple (12),
G = CL,, G" = L,, G’ = CL(n,, n,) groupe des matrices

(‘3 g) AeCL, BeCL, (n, + n,=m).

On voit facilement que le point e n’est pas régulier pour
le feuilletage F associé au couple G', G”; pourtant

Prorosition 1, 6, 4. — Le couple L,,, CL(n,, n,)(m = n, + n,)
est un couple générique de sous-groupes de CL,.

Remarquons d’abord que, pour qu’un couple G, G"<G
soit générique, il suffit qu’il existe un voisinage O de e dans
G'.G" pour la topologie induite tel que toute application dif-
férentiable dans G a valeurs dans O soit localement diffé-
rentiablement factorisable: en effet, si f est une application
différentiable de Y dans G a valeursdans G'.G" etsi g,.g, € f(Y)
V =g,.0.g] est un voisinage de g;.g et W= f"'(V) un ouvert
de Y. Soit ¢ la restrictionde fa Wet y=Lg'eDg'oc: cest
une application différentiable dans G a valeurs dans O; il
existe donc deux fonctions différentiables g’ (resp. g”) sur
W a valeurs dans G’ (resp. G”) telles que, pour yeW,
b(y) = 8'(y).8"(y). Alors, 3(y) =g..8'(y)-8:(y).8" ce qu
montre que % est différentiablement factorisable. Comme les
voisinages W recouvrent Y, f est différentiablement localement
factorisable et le couple G', G” générique.

Revenons au cas ou les groupes sont ceux qui ont été
indiqués au début de cette remarque. L’ensemble O des
matrices

C D .
g_<E F>ECLm ot CeCL, et FeCL,

est un voisinage de I'identité. Soit f une application différen-

tiable dans G & valeurs dans On G'.G": f(y) = <(]§:((33/I)) ggz;).

les quatre matrices partielles étant des fonctions différentiables.

(*2) Nous utiliserons en général, pour les groupes classiques les notations de
C. Chevalley [11]. Toutefois le groupe Gl (n, R) (resp. Gl (n, C)) sera noté L, (resp.

n)-
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. 0 .. [AO P Q
Quel que soit y € Y, 1l existe ) e CL(n,, n,) et < > eL,
telles que (O B, R S

C D\_/A O\ /P Q\_/AP BQ
E F>— o B> <R S>_<AR BS)
d’ou C = AP (P est donc une matrice réguliére) et E = AR

de sorte que C'E =P~ R c’est-a-dire que C1E est réelle.
De méme F'D = S1(Q est réelle. Or, on a

C Dy_/C O\ (E, F-1D\
E F) ~\0 F/ \C'E E, >
Au second membre, les deux matrices sont différentiables

et appartiennent respectivement a CL(n,, n,) et L, ce qu
établit la proposition.



CHAPITRE II

FORMES DIFFERENTIELLES
A VALEURS DANS UN ESPACE VECTORIEL
CONNEXIONS

Pour tout ce qui concerne ce chapitre, le lecteur pourra se
reporter & A. Lichnerowicz [22] dont nous adoptons la plupart
des définitions et des notations, ainsi qu’a A. Aragnol [1].
Nous pensons que I’emploi systématique des formes a valeurs
vectorielles définies globalement sur un espace fibré principal
et des opérations que I’on peut définir sur ces formes permet
un exposé particulierement simple des questions de géométrie
différentielle liées a la théorie des connexions. Sans donner
ici un exposé en forme de ces méthodes, nous avons voulu
en développer certaines régles suffisamment en détail et avec
suffisamment de rigueur — bien que d’un point de vue volon-
tairement « naif » — pour pouvoir les employer le plus souvent
possible dans la suite de ce travail.

Pour simplifier I’exposé, nous emploierons dans ce chapitre
la méme notation pour une application différentiable et son
application linéaire tangente. D’autre part, dans tout ce travail,
la sommation par rapport a des indices répétés ne sera pas en
général indiquée.

1. — Formes a valeurs dans un espace vecioriel.

Soient V une variété différentiable, T, I’espace vectoriel
tangent & V au point z et T, son dual. Soit, d’autre part,
M un espace vectoriel réel de dimension finie m. Une forme
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extérieure a valeurs dans M au point x est une application
linéaire 3, de A T, dans M, c’est-a-dire un élément de I’espace
vectoriel M® A Ti Une base {ex} (A =1, 2, ..., m) étant
choisie dans M, ¢, peut s’écrire
(1) o= X ea®il=e0g
A=1,2,..,m

ou les g? appartiennent & A T, c’est-a-dire sont des formes

extérieures scalaires sur T, que nous appellerons composantes
de 3, dans la base {e,}. Réciproquement toute somme finie
telle que (1) détermine une forme extérieure a valeurs dans M,
méme si les vecteurs e, ne constituent pas une base de M.
Soient

e\ = eAva, e = eAM:‘.

les formules de passage de la base {e,} & la basé {ex}, ou la
matrice (M}.) est par conséquent l'inverse de (M}’). D’apres
la bilinéarité du produit tensoriel

r=ea® ¢t =esx My ® 52 =ex ® M52
d’ou la relation entre les composantes de ¢, dans les deux bases
(2) 9. = Mi'q.

Une forme extérieure & valeurs dans M, z,, étant définie
en tout point r eV, si de plus ses composantes 3} dépendent
différentiablement de x et sont de classe C3 — ce qui d’aprés (2)
est indépendant de la base choisie dans M — nous dirons que
la collection {¢,} définit une forme différentielle extérieure 3
a valeurs dans M de classe C® sur V et nous écrirons encore,

(3) ¢=er®3"

¢ étant la forme différentielle extérieure (scalaire) dont la
restriction & T, est 32. On aura encore entre les formes diffé-
rentielles ¢*' et ¢*, composantes de ¢ dans les bases {ey}
et fex} la relation

oA = MA'gA
(4) gt = MY'g".
Nous utiliserons maintenant la méme notation g, ¢* pour

¢z ¢4, Si les ¢* sont homogeénes et de méme degré ¢, ce qui est
une propriété intrinséque d’aprés (4), 3 est une g-forme a
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valeurs dans M. Si 4 n’est pas homogeéne, la décomposition

¢ = Xz, en somme de formes homogénes obtenue en opérant

cette décomposition sur les composantes a encore un carac-

tére intrinséque; on désignera par ¢ la forme ¢ = X(—1)%g,.
La valeur de la forme ¢ pour Ge A T, est

(5) 2(6) = ea (#%, 6)

ou (, ) désigne la forme bilinéaire canonique sur (A Tx) X (A T%).
Par abus de langage, il sera parfois commode de noter

(6) %(6) = (%, 6).

Pour un g-vecteur décomposable, 6=, AG, A\ ... AT, on
notera aussi

(7 %(0) = ¢(G,, Gy, ..., G,).

Soit w une application différentiable de W dans V; on peut
définir I'vmage réciproque u*y comme étant la forme sur W
a valeurs dans M telle que

(8) u'e =es ® pet
et il découle de (4) que cette définition est intrinséque. Alors
sit,e AT, ye W, on a d’aprés (5) et (6)
(%L*?, ‘6,7> =é€x <P'*"FA) 6,7) = éa <?A, w Gy>
soit
) (%9, By) = (3, 4 B)).

Enfin soit d le symbole de différentiation extérieure; il
découle encore de (4) que la forme a valeurs dans M

(10) dy = ex®dgt
ne dépend pas de la base {e,} : c’est la différentielle extérieure
de 5.

Les opérateurs u* et d sont linéaires sur R, et satisfont,
d’aprés leur définition dans une base de M, aux relations
habituelles :

(11) (wooty)* = i,

(12) dp* = p*d.
(13) d.d = 0.
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2. — Composition des formes a valeurs vectorielles.

A) Soient L, M, P trois espaces vectoriels de dimension
finie, et une application bilinéaire de L X M dans P notée

l, m — (I, m) leL, meM.

A tout couple d’une forme 3 a valeurs dans M et d’une
forme ® a valeurs dans L, on peut associer canoniquement
une forme (?, 3) & valeurs dans P de telle fagon que, si

¢« =¢®¢ ¢eM en nombre fini
et O = h,®P* h,eL en nombre fini,

on ait
(1) (®, 4) = (hay &) ® D* A %L

Il suffit en effet de prendre pour {e;} (resp. {h,}) une base
de M (resp. L) ainsi qu’une base {f,{ de P; si (h,, ¢) = C3f,,
(D, ) est nécessairement d’apreés (1)

(2) (@, 9) =fa® CL®* A ¢!

et I'on vérifie par changement de bases le fait que (¥, ) ainsi
définie ne dépend bien que de ¢ et ¢. L’opération (P, 2) jouit
de propriétés évidentes sur (2) par exemple:

a) elle satisfait bien & la formule (1) pour toute décomposi-
tion de ¢ et ® en sommes de produits tensoriels;

b) si ¢ est une g-forme et ¢ une ¢'-forme, (P, 2) est une
(¢ + ¢')-forme;

c) elle est bilinéaire

(3) (7\1(1)1 + A, ?) = 7\,((1’,, ?) + >\2((I)2’ ‘P)
(4) (@, )\1?1 + 7‘2?:) = 7\,((1), o) + 12((1), %) Ay A€ R;

d) pour une application différentiable w. de W dans V

(5) BH(®, §) = (#'@, u%)

e)

(6) d(®,¢) = (d, ) + (2, dp) = (dD, 3) + (— 1)"(®, dg)
si ® est une g¢-forme.

Nous allons maintenant étudier I'opération (P, z) pour dif-
férentes applications bilinéaires I, m — (I, m): ces opérations



SUR LA GEOMETRIE DIFFERENTIELLE DES G-STRUCTURES 189

jouiront donc des propriétés a), b), c), d), e), ci-dessus que nous
ne rappellerons pas.

B) Produit d’une forme vectorielle par une forme homomor-
phisme. — Soient M et P comme ci-dessus et L=4(M, P)=P® M*
Pespace vectoriel des applications linéaires de M dans P.
Notons h.X le transformé de X eM par he L: I'application
h, X — h.X est une application bilinéaire de L X M dans P
et si g (resp. ) est une forme a valeurs dans M (resp. dans
4(M, P)), la forme ¢.z est une forme & valeurs dans P bien
définie par l’alinéa A).

M (resp. P) étant rapporté a la base {e,} (resp. {f,}), rappor-
tons £(M, P) a sa base {e}} associée aux deux précédentes et
définie par

(7)  er.es = B, (¢4 symbole de Kronecker).
On a donc pour toute forme ¢ (resp. D)

f—-—83®~f, (I)—Ea@(pa

“d’ou
(I)-? = E:.EB®(D?\/\?B=83fu®(D¢A/\ ?B
soit
(8) @.?:ﬂ@‘pi/\?lk

Cas ot O est une O-forme. Soit une décomposition quelconque
en sommes de produits tensoriels

P="h0P* et 9=¢97¢.
D’apreés les formules (1) et (5, § 1) il vient pour G, e T,
(D.9, T,) = hq.e(DP; A g, ©,)
et comme les ®% sont des scalaires
(0.5, Ty = (ha®3).€fs; By = D2(3, G2
c’est-a-dire, avec les notations les plus simples,
9) (P.5, ©,) = D,.9(5,).

Si de plus @ est une O-forme constante, c’est-a-dire un homo-
morphlsme déterminé de M dans P, il sera commode par la
suite d’utiliser la notation partlcuhere

h.3 = h(3)
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(11) w*h(e) = h(p*y)
(12) dh(3) = h(dg).

C) Cas ou P =M et L = £ (M) espace vectoriel des endo-
morphismes de M. Si g et h e {(M), le produit g.k des endo-
morphismes est une fonction bilinéaire a valeurs dans £(M):
’alinéa A) permet donc de définir le produit . ® de deux formes
¥ et ® & valeurs dans 4(M), produit qui est encore a valeurs
dans $(M). Si 'on rapporte M & une base {ex} et 4(M) & la base
correspondante {ej} telle que

(13) ed.ec =34 .ep

on a ® =¢} ® P} —nous dirons que (D) est la matrice de P
dans la base {ex} —et ¥ =¢S® ¥, et de la table de multi-
plication dans 4(M)

(14) €$.eA = 8%

on déduit la régle de calcul de ¥.® a I’aide des composantes

de ¥ et @
(15) V.0 = A YD A O°

c’est-a-dire que la matrice du produit est le produit des matrices.
Outre les propriétés habituelles de I'alinéa A), ce produit est
doublement associatif :

(16) ¥.(@.5) = (V.0).5
(17) 0.(F.0) = (0.Y¥).0

ou 7 est & valeurs dans M; ©, ¥, ® & valeurs dans £(M).
On a bien entendu un produit ayant des proriétés analogues
0,.0,, d’'une forme @, a4 valeurs dans 4(M, P) par une forme
®, a valeurs dans 4(P, Q).

D) Cas ot M est une algébre de Lie L. — Le crochet de
Palgébre L étant une fonction bilinéaire a valeurs dans L,
Palinéa A) permet d’étendre I'opération crochet aux formes
a valeurs dans L. Si

O =¢e,00% et 1 =¢01°,
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la formule (1) devient
(18) [@, W] = [ea, €] ® (DA A ¥P).

En dehors des propriétés de I’alinéa A) ce crochet jouit
d’une propriété de commutation :

(19) (@, ¥] = (—1)7** [V, 0]
et satisfait 4 une identité de Jacobi généralisée :
(20)

(— 1P, [¥,0]] + (— )7V, [0, 2]] + (—1)77[6, [®, ¥]] =

ou q, ¢, q", sont les degrés respectifs de ¢, ¥, 0.
Considérons en particulier L = £(M); en gardant les nota-
tions de l’alinéa précédent on a

O =ceA0 PP ¥V =e£0 0P
(@, ¥] = [e3, 5] @ (PRA T R)

or d’apres (14)
[e8, €5] = ohef — o5eb
d’ou
(@, ¥]=ef@ (PRATE) —ep® (PIAYR)
soit d’apres (15)
(21) @, ¥]=0.¥ — (—1)V.D.
En particulier si ¢ est une forme de degré impair, on a

(22) [®, ®] = 20.0.

Soit enfin h une représentation fixe de I’algébre de Lie L
dans P’algébre de Lie L,: c’est en particulier un homomor-
phisme d’espaces vectoriels et il satisfait aux propriétés de
I'alinéa B). De plus, d’apreés (10) et (18)

R([®, ¥]) = h([ea, e8]) ® P2 A WP = [A(ea), h(es)] ® DA A ‘FB
[h(sA ) ® B2, h(es) ® VP)
¢’est-a-dire

(23) h([®, ¥]) = [A(D), A(Y)]

E) Soit enfin w = ¢;® »' une 1-forme a valeurs dans M.

Nous désignerons par Aw la g-forme a valeurs dans AM dont
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. . . q
la restriction & T, est Aw,. Pour calculer ses composantes,
il suffit de calculer sa valeur pour un g-vecteur décomposable.

Or, par définition de la puissance extérieure d’une application
linéaire

A0@ A ... AB) = 0(B) A ... Ao,
— WN(B,) WH(T,) ... 0 o(B) e, A .. A,

== g r0h (D) .. 09(Tg) e, A\ ... A g,

= 3 (@ AALTALATYe A A,

i<+ <ig
ce qui montre d’aprés (5, § 1) que les composantes de 7\(»

dans la base ¢, A A ey, (1 < -+ <1,) de 7\ M sont WA LA ol

on a donc

26)  Ao= 3 eA..Ae®wiA... Aot

i.1<---<i.,
=—=e /... Ne,®wit AL Aol
q-

3. — Tenseurs et formes tensorielles
sur un espace fibré principal.

Nous utiliserons la terminologie de A. Lichnérowicz que
nous rappellerons d’abord briévement. Soient H(X, G) un
e.f.p., M un espace vectoriel et R une représentation linéaire
de G dans M. Un tenseur sur H de type R(G) & valeurs dans
M est une fonction continue ¢ sur H a valeurs dans M telle
que

t(z.8) = R(g™).(z), geG, zeH.

Il y a un isomorphisme canonique entre I’espace vectoriel
des tenseurs sur H de type #(G) a valeurs dans M, et ’espace
vectoriel des sections de I'e.f. M(H) obtenu par modelage de
M sur H, G opérant sur M parR (G)(cf. déf. I, 2). La section

correspondant a t dans cet isomorphisme est

z — a(l(z), z), (pz = x)
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qui est bien définie puisque
(Uz-g8), z.8) = (R(g™) (z), 2.8)~(Y(2), 2).

Si de plus H(X, G) est un e.f.p. dlﬁ'erentlable notons 6,
(resp. V,) 'espace vectoriel tangent en he H & H (resp. a la
fibre H,, de k). Une g-forme A sur H & valeurs dans M est
dite de type R(G) si

(1) D;A = R(g™).A.
C’est une g-forme tensorielle de type R(G) si de plus

(2) A®)=0 désque pt=0, ©Te 7\6,,

p représentant ici le ¢® pulssance extérieure de lapphcatlon
linéaire tangente a p au point h, notation simplifiée qui sera
systématiquement utilisée dans ce paragraphe pour toutes
les applications linéaires et leurs puissances extérieures.
Considérons un tenseur sur H comme une o-forme, et soit

{U, } un recouvrement ouvert de H muni de sections locales
Sq, telles que

(3) $3() = s4(2).gap(z) pour tout zeU,n Ug

ou g.3 est une application différentiable dans G. On établit
que les formes (resp. fonctions) locales sur X a valeurs dans M

(4) A, =s:A
sont liées dans U, n Ug par
(5) Ap=R(gz3)- A

réciproquement une famille de formes locales A, satisfai-
sant a (5) détermine une forme unique A sur H & valeurs dans
M et de type R(G) par la seule condition (4). Cette propriété
consiste 4 remarquer qu’une forme tensorielle est bien déter- -
minée par la forme qu’elle induit sur les sous-variétés trans-
versales aux fibres que constituent les images des sections.
On voit plus généralement qu’elle est bien déterminée par
la forme tensorielle qu’elle induit sur un s.e.f.p. H' < H.
Soit f un X-homomorphisme de H'(X, G’) dans H(X, G)
compatible avec un homomorphisme g: G’ = G; f*A est une
g-forme tensorielle sur H' 4 valeurs dans M et de type &'(G’)
ou R’ = Rop. Réciproquement étant donnée sur H' une forme
13



194 ; D. BERNARD

tensorielle ¥ de type R'(G’) & valeurs dans M, s’il existe une
représentation linéaire R de G dans M telle que R’ = Rop —
et 1l suffit pour cela si ¢ est surjective que le noyau de R’
contienne celul de p — il existe une forme tensorielle A sur H
bien déterminée de type R(G) telle que ¥ = f*A. Nous dirons
que ¥ est projetable sur H suivant A (bien que H’ se projette
seulement dans H).
Nous allons maintenant préciser la notion de tenseur assocté

@ une forme tensortelle A. Soit E I’e.f.p. des repéres linéaires de
la vanété X (cf. ch. II1, § 1) de groupe structural L, = Gl(n, R);
ze€ E est un isomorphisme de R, sur T,. Soit (, z)e HX E
(puh = pez = z) (déf. 1, 2, 2)); A définit une application linéaire

t(h, z) de /q\R,, dans M par
t(h, z).u = A(G,)
si O,e /q\ﬁ,., ue /q\R,,, z.u = p.G,

Cette application est bien définie puisque, d’aprés (2) la
valeur de A(G,) ne dépend que de celle de pG,, et que p est

(6)

q9
surjective. Sa linéarité étant évidente, t(h, z2) e M® AR;. Je
dis que la fonction ¢, (h, z) — t(h, z), est un tenseur sur HXE;
calculons en effet t(h.g, z.1) leL,, geG:

t(h.g, z.1).u = A(G),)
ue /q\R,,, Gy /q\G,,g, (z.1).u= pG,,.

Soit v=1.ue ;\R,,; alors z.¢ = p.%,, = p.D;G,, ou
D;1.%,,€0,; par conséquent, d’aprés (6),

t(hyz).0 = A(D;1.G,,) = R(g).A(Ty,)
et A(©y,) = R(g™).[t(h, 2z).lu)] = t(h.g, z.l).u
ou (R(g™1)et(h, z)el)lu=1t(h.g, z.l).u
quel que soit ue /q\R,,; c’est-a-dire en revenant a des nota-
tions complétes

(7) t(h.g, 2.0) = (R(g) @ AL).t(h, 2)

q
te t est un tenseur de type g(G X L,) avec p(g, ) =R(g) ® Al
On voit immédiatement a 1’aide de sections qu’il est diffé-
rentiable de méme classe que A.
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On peut donner a la relation entre A et ¢ une forme trés

simple. Remarquons d’abord que les relations (6) sont équi-
valentes a

A(C,) = t(h, 2).271.pG, ol  p=pa.

Soit f (resp. g) la projection naturelle de H ® E sur H
(resp. E). On a évidemment pyof=pgog. ¥ =f"A est une
forme tensorielle sur H X E projetable sur H, dont la
donnée équivaut a celle de A.

W (G, 0) = A(f (Tan, ») = t(h, 2) .27 puf (Ban, ») = t(h, 2) .27 peg(Tan, »)

or z7lpg est la 1-forme fondamentale 0 sur E (cf. ch. III, 2)
et

271 peg(Bn, ») = <89, G, »)
de sorte que
]'P'(io.(h, z)) = t(h) Z) . <g*e’ G(h, z)> = <t' 8*0, G(h, z))

et d’aprés la relation (9) § 2 ceci exprime ¥ = t.g*0. En reve-
nant 4 des notations complétes, nous énoncerons :

Derinition I 3. — A étant une g-forme sur Ue.f.p. H(X, G)
de type R(G) a valeurs dans M, le tenseur associé ¢ A — tA —

est le tenseur sur HRE & valeurs dans M® AR™ et de type

p(G X L,), ot p(g, 1) = R(g) ®/q\l_1, défini univoquement par
la relation

(®) A = (eA). (A g9).

D’aprés la formule (24) § 2 les composantes dans une base
fer} de M, la base canonique de R" et les bases associées des
autres espaces, des trois formes qui interviennent dans (8)
sont liées par les formules explicites

(A= 3 (A ((80) A ... A(80))

<<

= q—i. (tA)A... 8" (0 A ... A %)

ou, & la deuxi¢me ligne (tA)}..;, est antisymétrique en
Uiy Loy oee lge
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Dans le second membre de (8) se trouve le produit d’une
g-forme tensorielle par une o-forme tensorielle — et ce produit
est une g-forme tensorielle. Plus généralement.

Prorosition 11, 3, 1. — St ¢ est une forme tensorielle de type
¢(G) a valeurs dans Uespace vectoriel M, et ® une forme tensorielle
a valeurs dans (M, P) de type 9(G) ot $(g) = R(g) ® p(g™!) —
alors, la forme ®.¢ est une forme tensorielle de type R(G) a
valeurs dans P.

En effet, d’aprés la formule (5) § 2
Dj(®.¢) = (D;®). (Djg) = (9(g7)-2)-(p(87") - 9)-

or, 5(g1). D =R(g™1).D.¢(g) (produit de la o-forme constante
¢(g) a valeurs dans (M) par la forme ® & valeurs dans (M, P),
par la o-forme constante R(g™') a valeurs dans 4(P): produit
qui est associatif d’aprés (C) §2) et par associativité :

Ds(®.¢) = (R(g7")-2-0(8))-p(g7")-¢ = R(g™")-(D-5)
Q.5 est donc de type ®(G). Pour montrer que de plus
<(D.?,i‘;’,)=0

pour tout G, e A 6, tel que pG, = 0, il suffit de le montrer
pour des G, décomposables: et c’est évident sur les compo-
santes P4 A ¢* de ®.4 quand on les exprime dans une base
de 6, dont les premlers vecteurs engendrent V.

La proposition (II, 3, 1) contient une réciproque a la défi- -
nition du tenseur associé:

Prorosition II, 3, 2. — En gardant les notations de la
définition (II, 3), st A est un tenseur sur HRE 4 valeurs dans

M@ AR™ et de type ¢(G X L), il existe une g-forme tensorelle
de type R(G) a valeurs dans M unique dont A soit le tenseur
associé.

En effet, il est immédiat que/\g 0 est une ¢-forme tenso-
rielle sur HEE a valeurs dansAR® et de type 2(G X L,)
ou ¢,(g, l) = ;\l; si 'on désigne par R'(G X L,) la représenta-
tion dans M telle que R'(g, ) =R (g), e(g, 1) =R'(g, ) ® ¢, (872, I72).
On peut donc appliquer la proposition (II, 3, 1) a la

forme ¢ =)\.(/q\g"e), qui est une g¢-forme tensorielle sur
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HXE a valeurs dans M de type &'(G X L,). Comme d’autre
part f est un homomorphisme de HRE dans H compatible avec
I’homomorphisme trivial § G X L, > G et que R’ =R, { est
projetable sur H suivant une forme tensorielle A de type ®(G)
a valeurs dans M; et A = tA.

4. — Connexions.

A) Soit un e.f.p. différentiable H(X, G). H n’étant provi-
soirement pas identifié & son e.f.p. associé H(Ch. I), z e H est
I’homomorphisme différentiable de G sur H,:

zZ: g—>z.8 geG, ze H.

Son application linéaire tangente a l'identité e de G, soit
2, est un isomorphisme de I'algébre de Lie G de G sur V..
Pour A € G nous noterons encore z2(A) = z.A. Soit § la 1-forme
sur les fibres de H (et non sur H) dont la restriction a V, est
I'isomorphisme inverse 27 : c’est, sur chaque fibre, une forme
de type «représentation adjointe de G » — nous dirons plus
brievement «de type adjoint» —:

Diff = (adj g7*).p.

Une connexion infinitésimale y sur H(X, G) est définie par
la donnée d’une 1-forme différentielle # sur H a valeurs dans
G qui est de type adjoint et dont la restriction aux fibres
coincide avec f3

Cette derniére condition et la simple considération des
dimensions montrent que le sous-espace vectoriel ¥, = =7 (o)
de O, est un supplémentaire de V, qui est ainsi décomposé
en une somme directe

6, =V,0#,.
Cette décomposition définit deux projecteurs dans 6, :
V: 8, — V, dit « partie verticale »;
¥: 0, > ¥, dit « partie horizontale »;

suivant les conventions déja employées, nous noterons encore
par la méme lettre V (resp. #) ’extension de ces opérateurs
ane..

Enfin, le champ de plans z — #,, ou champ de connexion,
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dépend différentiablement de z et est invariant par les trans-
lations a droite de G. On montre que réciproquement, un
champ de plans #6, supplémentaire de V, et jouissant de ces
deux derniéres propriétés, définit une connexion infinitési-
male sur H.

Le champ de connexion définit sur H un systéme de Pfaff:
s’ll est complétement intégrable, la connexion y est dite
intégrable. Un chemin dans H, image du segment [0, 1] par
une application différentiable, est dit chemin horizontal s’il
est une variété intégrale de ce systéme. Le groupe d’holonomie
. (resp. groupe d’holonomie restreint o,) au point ze H de
la connexion est ’ensemble des ge G tels que z.g soit joint
4 z par un chemin horizontal (resp. par un chemin horizontal
dont la projection sur X est un lacet homotope a O). On sait
que o, sous-groupe connexe par arcs, est un sous-groupe
analytique de G et, () que c’est la composante connexe par
arcs de l'identité de {,. }, est donc un sous-groupe de Lie
de G (cf. ch. I, 5).

On appelle nappe d’holonomie H; au point z € H I’ensemble
des z’ € H qui peuvent étre joints a z par un chemin horizontal.
Soit p’ la restriction de p & H:; 1°) p'(H;) = X puisque X
est connexe par arcs et qu’il existe un chemin horizontal
au-dessus de tout chemin de X; 29) on sait (*’) que si z’ € H},
=1, d’ou p'~!(pz’) =2".¢,; 3° p’ admet des reléevements
locaux qui sont des sections locales différentiables de H:
cela apparait dans la construction d’une section locale spé-
ciale de H pour la connexion ('), la différentiabilité de la
section se déduisant de celle des solutions d’un systéme diffé-
rentiel ordinaire par rapport aux données initiales. D’aprés
la proposition (I, 5, 2) ceci montre que H; est un {,-s.e.f.p.
différentiable de H. On a la un exemple de s.e.f.p. dont on ne
sait pas en général s’il est fermé ou méme propre.

B) Comparaison des connexions. — Soit f un X-homomor-
phisme de H'(X, G’) dans H(X, G) compatible avec ’homo-
morphisme ¢ de G’ dans G. Soient ¥’ une connexion sur H’
de forme =’ et #’ son champ de connexion. Soit au point
z = f(z') e H le sous-espace vectoriel #, = f¥#,<c0,. De la

(%) A. Lichnerowicz [22] p. 65.
(*) A. Lichnerowicz [22] p. 117.
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seule relation pof=p’ découle que ¥, est un supplémentaire
de V,. 3, est défini pour tout z e f(H’) et univoquement, car
si 2= f(z) on a

n=12.g(g'eG) avec f(.g)=2=((z).p(g")=22(g)
de sorte que p(g') =e et Dy =identité de H; alors

3;, = D, %. pulsque% champ de connexion, est invariant par
translatlon a droite sur H' et
36, = (f+ Dy = (Do )56, = f%"-

On montre de méme que le champ # sur f(H’) c H est inva-
riant par les translations a droite par p(G') e G: il s’étend
donc par translation a4 droite en un champ défini sur
tout H que je note encore #. Ce champ, invariant par
translation a droite par construction, dépend différentiable-
ment de z (on le voit 4 I'aide d’une carte locale de H’): il
définit donc une connexion y = f(y') sur H que nous appel-
lerons I'image par I’homomorphisme f de y'. Soient § la repré-
sentation de l’algébre de Lie G’ dans G définie par ? (apph-
cation linéaire tangente au point e¢’) et = la forme de la
connexion y. On voit facilement que

(1) fm = (=’
et cette relation caractérise .

En particulier, si H'(X, G’)c H(X, G) est un G'-s.e.f.p.
de H, 'étude précédente s’applique f (resp. ¢) étant Pappli-
cation identique de H' dans H (resp. G’ dans G) : nous dirons
indifféremment que y = f(y') est Uextension @ H de la H'-
connezxion ¥y’ ou, si aucune ambiguité n’est possible, que y
est une H’-connexion; la formule (1) exprime alors que =’
est la forme induite sur H' par «.

Soit maintenant f une G-représentation (Ch. I, § 3) de
H'(X’, G) dans H(X, G), induisant I'application uw: X' — X.
On voit de méme que, si = est une forme de connexion sur
H, =’ = f*n est une forme de connexion sur H’, le champ de
connexion #’ étant alors projetable par f suivant #6.

Enfin s1 y, et y, sont deux connexions sur H(X, G), de
formes w, et &, 7, — ®, = u est une 1-forme tensorielle sur H
a valeurs dans G et de type adjoint; réciproquement, u étant
une 1-forme tensorielle de ce type, ©, + u est une forme de
connexion sur H.
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C) Différentielle absolue, formules fondamentales. — A étant
une g-forme tensorielle sur H(X, G) de type ®(G) a valeurs
dans M, d’apres les formules (1) § 3) et (12) § 2), on obtient
par différentiation extérieure DgdA = R(g!).dA. Alors si v
est une connexion sur H de champ #6, les projecteurs associés
dans 6, étant 36 et V, il est évident que la (g + 1)-forme définie
au point z par

(VA)z = (dA)z"J6

est une (¢ + 1)-forme tensorielle de type R(G) a valeurs
dans M. C’est la différentielle absolue de A.

On établit, en utilisant par exemple une carte locale de H,
I’expression globale de VA
(2) VA = dA + &(r).A

ot & désigne la représentation de G dans $(M) définie par K.
Le terme ®(n).A désigne donc le produit (§ 2) d’une forme
a valeurs dans M par une forme & valeurs dans ’espace (M)
des endomorphismes de M.

La forme de courbure Q de la connexion y sur H est la
2-forme tensorielle & valeurs dans G et de type adjoint

(3) Q=dn+ % [x, ).

Sa différentielle absolue VQ est la 3-forme tensorielle
VQ =dQ + &(x).Q
ot R est la représentation adjointe de G. Alors si A, peG
A0 = A, g)

d’o R(r).Q = [r, Q] (§ 2)

alors V0 = d[r, ] + [v, dr] + =[x, [, 7]

1 1 1
= 5 [dn, 7] + - [, dn) + 5 [x, [x, 7))

or, dn étant de degré pair [, dn] = —[d=, =] (19, § 2) et
I'identité de Jacobi (20, § 2) appliquée a trois formes égales
donne (=, [, ®]] = 0. On a donc

(4) VQ =dQ + [, Q] =0

c’est I'identité de Bianchi pour la courbure.
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Si A est une forme tensorielle de type R(G) sur H calculons
sa différentielle absolue seconde V'A = V(VA). VA étant de
méme type que A la formule (2) donne V?A = d(VA) + Kk(=).VA
ou

dVA = d(R(x) ) = (dR )A R(m).dA (6, §2)
— dmy A A (12, § 2)

R(m). VA = R(r).dA + R(z).(R(x).A)
). (R(r).A) =

v

et

or

(r).R(x)).A (16, § 2)
[R(m), R(m)].A (22, §2)

m]» X '-»’;%,

R ([m, 7). A (23,§2)

Il vient donc
VA = (R (dx). A — R (x).dA) + <Ji (x). dA + - R([x, ﬂ]).A>
— R(dn).A + %eﬁ([ﬂ, x]).A

=@WHJ@UﬂyA 3, §2)
— six(dn + L, n]> 4 §2)
soit enfin
(5) VA = R(Q).A.

Nous allons maintenant calculer la différentielle absolue
de la forme tensorielle ¢.¢ définie dans la proposition (11, 3, 1).
¢ est une forme a valeurs dans (M, P) de type 9(G) ou

I(g) = R(g) ® p(g™") et
(6) VO = dd + §(x). 9.
Si {e.! (resp. {hq}) est une base de G (resp. de (M, P)), on a

T = ¢ ®TF, F(m) = d(e,) ® =, b = h,® P
d’ou

(7 §(n).® = 3(e,). by ® n* A D2

les formes ©f et ®* étant des formes scalaires. On est donc
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ramené & calculer 9(A).h (AeG, hei(M, P)). Par définition,
pour ue R

FO). h—hm—(J (expAu).h — k)

Or,
J(g) .k = R(g).h.p(g7")
d’ou
Y (exp Au) .k

h+ u[RQA).h—h.3(A)] + ---
et enfin §(A).h = R(A).h —h.5(A). En reportant dans (7)
t

puis dans (6), il vien

()@ = [R(e,) ha — b5 (e])] ©77 A D
= R(x). O — [ha.§ (e,

N'e (— 1)pd= A =
si O est de degré p; c’est-a-dire
§(x).® = R(r). ‘1’——(— 1)0.5(x)
V0 = db + R(x).® — (— 1)PD.5(x).

Comme, d’autre part

Ve =dp + 3(n).5

d’ou

on a
Vh.o 4 (—1)D.Ve = db.¢ + (— 1)PD.dg + R(n).D.5
) =( -5) + R(x).(D.5)

soit
8) V(®.5) =Vd.o + 0.Vs

si @ n’est pas supposée homogene.

5. — Formes vectorielles complexes.

Soient N un espace vectoriel réel, N¢ son complexifié et M
un espace vectoriel complexe, tous de dimension finie. Si,
festune application linéaire (sur C) de N®dans M, fe M ®¢ (N,
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sa restriction f & N < NC est une apphcatlon linéaire (sur R)
dans M : f e M ®z N*. Inversement si ge M ®g N*, elle s’étend
par linéarité sur les complexes en une apphcatlon C-linéaire g 8
de N¢ dans M._t_o_ut ue N¢ pouvant s’écrire u =2z + 1y
(x, ye N; i =/—1), il suffit de poser g(u) = g(z) + ig(y)
et g e M ®¢ (N°)*. Ainsi, 'application g — g est unisomorphisme
canonique d’espaces vectorlels sur C,de M ®g N* sur M ®¢ (N°)*.
Si I'on prend pour M le corps des complexes, on trouve que
Pespace C ®g N* des formes sur N & valeurs complexes est cano-
niquement isomorphe au dual (N€)* de NC.

Si N= AT, N¢= ATET, espace vectoriel tangent en z
a la variété V). Soit ¢, une forme exterleure (réelle) en z a
valeurs dans M; elle s’écrit: ¢, =¢,®¢/, (=1, 2, ..., 2p),
{ ;} étant une base de M sur R et les ¢/ des formes exterleures
A valeurs réelles. Soient maintenant 2, 'extension de g, a
TS et {ex} une base de M sur C (A=1, 2, ..., p) comme
5:€MOc(ATS" on a ¢, = e, ®24 ol les ¢4 sont des formes
extérieures (complexes) sur TS. Alors, ¢, considéré comme
restriction & T, de ¢, peut s’écrire 5, = e, ® 35 ou les ¢2,
restrictions a4 T, des ¢, sont des formes extérieures sur T,
a valeurs complexes. Nous identifierons désormais 3, et 7,
(resp. ¢4 et z4) de sorte que une forme extérieure a valeurs
vectorielles complexes (dans M) au point x écrite

(1) 9, = es®;

ou les ¢4 sont des formes extérieures sur T, & valeurs complezes,
peut étre interprétée soit comme application linéaire (réelle)
de N'T, dans M soit comme application linéaire (complexe) de
A TC dans M.

Enfin, si ¢ est une forme différentielle extérieure sur V a
valeurs dans M, on ’écrira encore

(2) g=e®¢"

ou les z* sont des formes différentielles extérieures a valeur

complexe; cette notation signifiant simplement, comme au
paragraphe 1, que la restriction a T, de 3 est donnée par (1).

Ces précisions données, la totalité des opérations étudiées
aux paragraphes 1 et 2 s’exprime, & I’aide des composantes
complexes définies par (2), formellement comme dans le cas
réel.
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On a de méme I'équivalent de la définition (II, 3) et de la
proposition (II, 3, 2):

Prorosition II, 5. — Soit A une g-forme tensorielle sur
H(X, G) a valeurs dans un espace vectoriel complexe M et de
type R(G). Le tenseur complexe associé a A, tCA, est le tenseur

sur HREC® 4 valeurs dans M@c/q\ C™ et de type p(G X CL,)
ou p(g, l) = Eii(g)@/q\l‘1 défini univoquement par

2) F*A = (°A). (A G*0°).

Réciproquement tCA étant un tenseur donné de ce type, il est
le tenseur associé a une forme A sur H bien définie par (2).

Dans cet énoncé, E€ est I’espace des repéres complexes de
X (Ch. III, § 1) et 0€ sa forme fondamentale; F (resp. G) ’appli-
cation canonique de HXE® sur H (resp. E®). Remarquons
que, A définissant une forme tensorielle réelle & valeurs dans
I’espace vectoriel réel sous-jacent a M, tA est un tenseur sur

HXE a valeurs dans M®n/q\ R™; on voit que tA est la res-
triction & HXE c HXEC® de t°A ce qui a un sens puisqu’il

. . . q q
y aun isomorphisme canonique de M®g A C™ sur M®g A R™ :



CHAPITRE III

ESPACES DE REPERES. G-STRUCTURES

I. — Espaces de repéres réels ou complexes.

Soit T = T(X, R™) T'e.f. des vecteurs tangents a la
variété différentiable X de classe C:. L’e.f.p. associé
E=E(X) = T(X, L,) est un e.f.p. différentiable C*!; ze E
est un repére (cf. I, 3) au point e X de la structure fibrée
de T; c’est-a-dire un isomorphisme d’espaces vectoriels de R™
sur T,(z = pz). z peut &tre identifié & I'image {¢;} par z de
la base canonique {f;} de R™, de sorte que E s’identifie &

. Pespace des bases des espaces vectoriels T,(z € X). Nous utili-
serons les deux interprétations. E sera appelé ’espace des repéres
linéaires réels de X, ou plus simplement espace des repéres de X.

L’isomorphisme inverse, § = z7!, T, - R", est un co-repére
en z: c’est un 1-forme au point z a4 valeurs dans R™ (cf. I, 1).
Ses composantes ¢' dans la base canonique de R™ sont les
1-formes scalaires sur T, définies par

(1) ?=re¢
alors, fl = z_l(z'ft) = (?) et) = f[(?” ex>, - d’ou <?/, et) = 8{

c’est-a-dire que les m formes ¢/ sont linéairement indépen-
dantes et constituent la base de T; duale de la base {e,}, base &
laquelle on peut donc identifier ¢, qui est pour cette raison
appelé co-repére dual du repére z. Inversement une base {4/}
de T; détermine un co-repére par (1), et le repére inverse
z = ¢! est le repére dual de g.

Soient T¢ le complexifié de T, et T¢ = U TS, ES I’ensemble

z€X

~des bases (sur C) de TS et E¢ = U ES. Toute base de T, est
zex
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une base sur C de T¢, de sorte que ESoE, et EC5E. Le
groupe CL, opérant a droite sur chaque E¢ par

z={er} e E§, l=(I3) eCL, —» {ealy} = 2.l ES,

on voit immédiatement (remarque I, 5) que EC¢ est muni
naturellement d’une structure d’e.f.p. E¢(X, CL,) pour
laquelle E est un L,-s.e.f.p. de E€.

~ Soit « la projection canonique de C™ X EC sur le modelé
C™(E€) (cf. définition I, 2), CL, opérant naturellement sur
C™: de T'inclusion R™ X EcC" x E¢, E étant un s.e.f.p.
de E€ et C™ le complexifié de R™, découlent d’une part que
a(R™ X E) =T et d’autre part que la fibre en z de C"(EC)
est le complexifié de la fibre T, de T — c’est-a-dire que
C"(E€) = T€ qui a donc une structure fibrée T¢(X, CL,, C™).

Comme CL,, est effectif sur C, I'e.f.p. associé T¢ n’est autre
que E€ et tout z € E€ s’identifie & un isomorphisme de C™ sur
TC. C’est pourquoi E¢ = E€(X) sera appelé Uespace des repéres
complexes de X.

L’isomorphisme inverse, ¢ = z7!, T¢ — C™, sera encore
appelé le co-repére complexe en x dual de z. C’est un 1-forme
sur TS a valeurs dans ’espace vectoriel complexe C™: 1l s’iden-
tifie donc (cf. II, 5) & une application linéaire de T, dans C™
qui peut encore s’écrire, {f;} étant la base canonique de C~,

1) e=hH®¢

ou les ¢/ sont, cette fois, des formes sur T, & valeurs complexes.
Le méme calcul que dans le cas réel montre que ces formes
sont linéairement indépendantes sur les complexes. Inverse-
ment, m formes linéaires a valeurs complexes en z, linéaire-
ment indépendantes sur C, déterminent un co-repére ¢ par
(1), dont le repére inverse est le repére dual de 3.

Si h est une section locale différentiable de E (resp. EC)
au-dessus d’un ouvert U et 0,=h(z)™ le co-repére dual de
h(z), la 1-forme sur U a valeurs dans R™ (resp. C") dont la
restriction au point z est 0, sera appelée par abus de langage
co-repére sur U dual de h. Ses composantes ¥ (j =1, 2, ..., m)
sont m formes de Pfaff réelles (resp. a valeurs complexes)
linéairement indépendantes sur R (resp. C) dans tout U, et
réciproquement m telles formes sont les composantes d’un
co-repére sur U.
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En particulier, si h(z) est le repére naturel en z d’un systéme
de coordonnées locales #' (i = 1, 2, ..., m) sur U, le co-repére
dual 0 sur U a pour composantes dz', de sorte que df = 0.
Inversement un co-repére 6 sur U tel que df = 0 est locale-
ment un co-repére naturel de coordonnées locales. Ces remarques
s’étendent aux repéres et co-repéres complexes en appelant
systéeme de coordonnées locales complexes sur X un systéme
de m fonctions a valeurs complexes différentiables sur Uc X
indépendantes sur les complexes.

Derinttion III, 1. — Nous appellerons espace de repéres
(resp. espace de repéres complexes) sur la variété différen-
tiable X, tout sous-espace fibré principal différentiable de Uespace
E des repéres linéaires (resp. E€ des repéres complexes) de X.
On appelle G-structure (resp. G-structure complexe) sur X
la structure S = S(G, H) déterminée par la donnée d’un espace
de repéres H (resp. espace de repéres complexes) sur X, de groupe
structural G.

G est donc un sous-groupe de Lie de L, (resp. CL,). S est
dite de classe C" si H est uns.e.f.p. de E (resp. E€) de classe C".
ze H, (re X) peut étre appelé repére de X en z distingué
pour la structure S, ou plus briévement repére distingué de S.
Le co-repére dual d’un repére distingué est un co-repére
distingué. Une G-structure (Hc E) sera souvent appelée
G-structure réelle par opposition a une G-structure complexe
(H<ES).

I1 découle de la proposition (I, 5, 2) que H — et S — peut
étre déterminé par une famille {U,, hy} out { U,} est un recou-
vrement ouvert de X et h, une section locale de E (resp. E°)
au-dessus de U, avec,

(2) hs(x) = ho(7).gag(®) pour zeU,nUg

gz étant une fonction différentiable sur U, n U & valeurs
dans G. Alors, si 0, est le co-repére sur U, dual de k,, on a

dans U, n Ug,

(3) 8. = gap-0p
avec les notations du chapitre II. Inversement soit une famille
§Ua, 024 ou {U,} est un recouvrement de X et 0, un co-repére

sur U,, ces co-repéres étant liés par (3) dans Ugn Ug: elle
détermine une G-structure sur X.
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Cette derniére détermination est la détermination locale
la plus courante: cf. S. S. Chern [9]. Un grand nombre de
structures plus ou moins classiques de la géométrie différen-
tielle peuvent étre déterminées par la donnée d’une G-struc-
ture : on en trouvera ci-dessous quelques exemples. La mono-
graphie de P. Libermann [20] en comprend une liste abondante.

Premiers exemples. — a) L’e.f.p. des repéres orthonormés
d’une variété Riemannienne définit sur X une O(m)-structure
et réciproquement.

b) Les structures presque produit complexe (resp. réel) —
ou w-structures (resp. wa-structures) — ont été envisagées
par D. C. Spencer [25], étudiées en détail par G. Legrand [18]
et, indépendamment, par 'auteur. Si dim X = m = n, + n,,
une 7 (resp. mp) — structure sur X est définie par la donnée
de deux champs de sous-espaces vectoriels complexes (resp.
réels) T, de TS (resp. T,) de dimension n; (1 = 1,2) et supplé-
mentaires. Les bases de TS (resp. T,) dont les n, premiers
vecteurs appartiennent a T,, et les n, suivants & T, constituent
un espace de repéres complexes (resp. réels) de groupe struc-
tural CL (n,, n,) (vesp. L (n,, n,)) (cf. Ch. 1, § 6). Réciproque-
ment une CL (n,, n,) — structure sur X détermine une
n-structure; une L (n,, n,) — structure réelle détermine une
Tr-structure.

¢) Une w-structure pour laquelle T, est le complexe conjugué
de T, (d'ou n,=n,=n et m= 2n) définit une structure
presque complexe (cf. [22] § 101). Les bases adaptées de TC,
formées d’une base {s,f , B, =1, 2, n) de T, et de la
base ‘complexe conjuguée 35‘,. = ‘6 s,‘} (* =a 4+ n) de T,
constituent un espace de repéres E’(X)c EC ayant pour
groupe structural le groupe CL} des matrices

(g %) ot AeCL, A =complexe conjuguée de A,

groupe isomorphe & CL,. Inversement, une CL%-structure S
détermine une structure presque complexe si et seulement si,
pour tout z € X, il existe un repére distingué {¢,}(:=1,2,...,2n)
tel que e, = G.¢, pour a =1, 2, ..., n: en particulier une
structure presque complexe sur X est parfaitement déter-
minée par son espace E°(X).



SUR LA GEOMETRIE DIFFERENTIELLE DES G-sTRucTures 209

Les bases réelles adaptées a la structure presque complexe
sont les bases de T, déduites des précédentes par
1 i
€a = \_—2' (€a + €av), €ar = W (Ea _aa')
elles constituent un espace de repéres réels E*(X)c E dont le
groupe structural CLZ est la représentation réelle de CL, dans
L,,, c’est-a-dire le groupe des matrices

<_]é ](_3:,> B, C matrices réelles, B + :C = A e CL,.

Inversement, une CL2-structure réelle sur X détermine une
structure presque complexe.

d) Soit X = G/H un espace homogéne du groupe de Lie
G, p sa projection canonique et E I'e.f.p. des repeéres de X. K,
désignant 'opération de ge G sur X, cette opération se pro-
longe 4 E: si zeE;, K;oz2=gze E,; (K, application linéaire
tangente & K,). Soit z, fixé tel que pg.z, = pe = x,. Soient
H le groupe linéaire d’1sotrop1e de X en z, et H, cL, le
groupe z;'.H.z, isomorphe a H. L’application f de G dans E,

g—> g.2, = f(g), est un X-homomorphisme d’e.f.p. compa-
tible avec ’homomorphisme

p: H—-L,, heH—>zo"oK,,_ozoeI:I,ocL,,,;

en effet,
f(g-k) = (g.-h)z, = Kgnoz, = K;jo Koz,
soit  flg-h) = Kyoz,o (5o Kyoz)) = f(g)-p(h)

L’image P,(X) = f(G) est donc (proposition I, 5, 2) un
¢(H)-s.e.f.p. de E, c’est-a-dire un espace de repéres de groupes
H.. En particulier si G/H est un espace homogéne réductif,

H est isomorphe & H, 5 et f sont des isomorphismes et G
est isomorphe a P.(X):

Prorosition III) 1. — St X = G/H est un espace homogéne
du groupe de Lie G, il est naturellement munt d’une IfI_,o-structure
ot H,, est la représentation du groupe linéaire d’isotropie H
dans un repére z, de X au point x, = pe. L’espace de repéres

correspondant est homomorphe a Ue.f.p. G — G[H: il lut est
isomorphe st G/H est réductif.

14
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2. — G-Structures définies par un tenseur.

Les trois premiers exemples ci-dessus entrent dans un méme
schéma. Soit R une représentation linéaire de L, dans un
espace vectoriel M et un sous-groupe G c L, laissant inva-
riant u € M. Soit d’autre part, S(G, H) une G-structure sur X.
L’application constante H — u est un tenseur sur H a valeurs
dans M et de type R(G) 1l s’étend donc (ch. II, § 3) en un tenseur
t sur E a valeurs dans M et de type R(L,): ce tenseur prend
ses valeurs dans la classe d’intransitivité M, de u pour R(L,)
puisque, st ze E il existe z2’e H tel que z=123'.] (leL,) et
I'on a alors

tz) = t(z.1) = R(I-Y).4(z) = R(I7).ueM,.

Supposons réciproquement que G soit le plus grand sous-
groupe de L, laissant u invariant (G est alors fermé dans L,)
et soit sur E un tenseur ¢t de type R(L,) a valeurs dans M,.
Soit Hc E I'ensemble des repéres z tels que #(z) = u:

1° p(H) = X car, si z, € E,, t(z,) e M,; donc il existe [, e L,
tel que (z) = R(,).u et (z.1,) = R().4(z) = u de sorte
que z,.l, e H;

20 si z, 27eH,, 2’=2z.1 (leL,) et {(z') =R()z) c’est-
a-dire R(I"Y)u = u etle G. On a donc H, = z.G.

D’apres la proposition (I, 5, 2), pour que H soit un G-s.e.f.p.
de E il faut et suffit que, de plus, E admette des sections
locales a valeurs dans H. Analysons cette derniére condition.
Soient = I’application canonique L, — L,/G et f I'injection
L./G — M (application différentiable biunivoque sur M,)
I.G>R(l)ueM; [ est analytique et partout réguliére de
sorte que M, est une sous-variété analytique de M : désignons
cette sous-variété par M, et identifions-la & L,/G par f de
sorte que

(1) () =1.G=R(]).u
t, application différentiable dans M prenant ses valeurs dans

M, n’est pas nécessairement une application différentiable

dans M,. Supposons que H soit un s.e.f.p. de E et soit V un
ouvert de X muni d’une section z a valeurs dans H: pour
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rxeV, leL,, t(z(z).l)= .u c'est-a-dire que, dans la
carte de E associée a Ia sectlon z, Papplication ¢, Ey — M,
s’exprime par

(x, 1) = =(l72).

application qui est donc différentiable. Pour que H soit un
s.e.f.p. 1l faut donc que ¢ soit une application différentiable
non seulement dans M mais aussi dans M,. Cette condition
est suffisante. Soit en effet V un ouvert de X muni d’une
section s de E; tos = g est une application différentiable de V
dans M, et, si 'on restreint V de fagon que g(V) soit inclus

dans un ouvert de L,/G = M, muni d’une section locale
¢ de L, - L,/G, | = 50g est une application différentiable
de V dans L,; z — z(z) = s(z).l(z) est une section locale
différentiable de E sur V et '

t(z(z)) = t(s(z).l(x)) = Ullx‘l).t(sx) = R(l(z)7?). g()

et puisque wos = identité de L,/G, g(z) = n(l(z)) = R(l(z))u
d’aprés (1), d’ou #(z(z)) = u et z prend ses valeurs dans H
Tenant compte du lemme (I, 6, 1) nous avons établi:

Prorosition III, 2. — Soient R une représentation linéaire
de L, (resp. CL,) dans un espace vectoriel M, G le sous-groupe
de L, (resp. CL,) laissant invariant u e M, M, la classe d’intran-
sitivité de u par L, (resp. CL,) munie de sa structure analytique
d’espace homogéne L,/G. La donnée sur V., d'une G-structure
equivaut a celle d’'un tenseur sur E(V,) (resp. ES(V,)) de type
R(L,) (resp. R(CL,)) & valeurs dans M pourvu que t soit une
applwatwn dzﬁerentzable dans M, (et non seulement dans M).
Cette derniére condition est toujours réalisée si M, est une sous-
variété propre de M, en particulier si L,/G est compact.

En dehors du cas compact, le probléme de I’existence de
sections locales distinguées se pose donc toujours. Reprenons
les exemples du paragraphe précédent.

a) M est I'espace des formes bilinéaires sur R™, u la forme
bilinéaire z, ye R" - ¥ x‘y' dont la matrice dans la base

canonique de R™ est la ‘matrice identité: alors G = O(m),
M, est I’ensemble des formes bilinéaires symétriques définies
positives, ¢t le « tenseur métrique » définissant sur V, la struc-
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ture Riemannienne associée a la O(m)-structure. Le tenseur ¢
différentiable a valeur dans M étant donné, ’existence de
sections locales orthonormées se montre directement en
construisant une telle section & partir d’une section locale
quelconque de E par un procédé n’affectant pas la continuité,
par exemple par le « procédé d’orthogonalisation de Schmidt ».

b) M = 4(C™), R(l), l e CL,, est la transformation canonique
heM —R().h =11.h.l, CL (n,, n,) est le sous-groupe de
CL, laissant invariante la matrice

— E’h O >
“\o —E,

M, est ’ensemble des automorphismes de C™ de carré identité
dont I'espace des vecteurs propres correspondant a la valeur
propre + 1 est de dimension n,; t est le tenseur sur E(V,)
qui définit en chaque point ze V, un automorphisme de T¢
de carré identité. La donnée de t équivaut a celle de la
w-structure (*°).

¢) une structure presque complexe déterminée par une
CLj-structure réelle peut étre définie de fagon analogue:
M = 4 (R*™); R(l) (leL,) est encore la transformation cano-
nique; alors CL est le sous-groupe de L,, qui laisse invariante

la matrice
- 0O E,
“"\—E, O

M, est I’ensemble des automorphismes de R*" de carré identité;
t est le tenseur presque complexe.

3. — G-Structures équivalentes et subordonnées.

A) Dérinttion I, 3, 1. — Soit une structure S = S(G, H)
(réelle ou complexe). Une structure S' = S'(G’, H') est dite
équivalente a S s’il existe le L, (resp. CL,,) tel que H' = H.L.
S complezxe est dite équivalente au réel si elle admet une structure
équivalente réelle. St S est réelle (resp. complexe) une structure
S’ équivalente 4 S (H' = H.l) est encore une G-structure réelle
(resp. complexe) si et seulement st | appartient au normalisateur

(%) Cf. G. Legrand [18].
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N(G) (resp. N¢(G)) de G dans L,, (resp. CL,) : on dit alors que
S’ est une G-structure réelle (resp. complexe) associée a S.

La structure S’ d’espace de repéres H' = H.l a un groupe
structural conjugué de G dans Cl,, G' =171.G.l; car, s
zeH, H,=2.G, H,=2.G.l =2z.1.(I7*.G.l) (zxe X). Pour
que G’ = G, il faut et suffit donc que I € N(G) (resp. N¢(G)).

Nous verrons dans les exemples ci-dessous et chapitre IV
que les structures équivalentes doivent étre considérées comme
définissant une méme structure infinitésimale sur X. Une
classe C de sous-groupes conjugués de L, étant donnée, on peut
appeler C-structure I’ensemble des G’-structures équivalentes
4 une G-structure donnée (G, G’ e €). Chacune des G’-structures
envisagées étant alors «un représentant» de la C-structure.
Le probléme de la détermination de toutes les G-structures
possibles sur X est résolu par la proposition (I, 5, 3) lorsque
G donné est fermé dans L, : elles correspondent biunivoquement
aux sections différentiables de 'espace E/G. Le probleme de
la détermination de toutes les C-structures peut étre posé
ainsi: un représentant G eC étant choisi, une C-structure
donnée admet dés que N(G) 5= G plusieurs représentants qui
sont des G-structures, et ces structures sont associées; le
groupe N = N(G)/G opére sur E/G ainsi que sur le faisceau F
des germes de sections différentiables de E/G que 'on peut
appeler faisceau des germes de G-structures. N étant muni
de la topologie discréte, 'espace quotient F#/N est encore un
faisceau et, si ¢ est 'application canonique & — F/N, pour
que deux sections de F définissent deux G-structures associées,
il faut et suffit qu’elles aient méme image par ¢. On peut donc
appeler 7/N faisceau des C-structures sur X : il y a correspon-
dance biunivoque entre les C-structures sur X et les sections
de ce faisceau qui ont un relévement dans . La méme ana-
lyse est évidemment valable dans le cas complexe.

Ezemples. — Reprenons avec les mémes notations certains
exemples du § 1.

a) Les différentes H, -structures définies sur un espace
homogeéne G/H (exemple d) sont équivalentes: z, étant rem-
placé par z, = z,.l(leL,) et f par f;, on a

f!(g) = _I&,oz, = I_<g°zo°l = f(g)-l,
d’ou P.(X) = P.(X).L
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b) La CL:-structure S et la CLg-structure S° définies par
une structure presque complexe (exemple c¢) sont équivalentes,
car si z ={g,, ¢} € E(X) est une base adaptée complexe
et 2’ ={e,, €2} € E¥(X) la base réelle correspondante, on a

7 =z.l ou l=—1—: E, E,
\2\E, —iE,

d’ott E/(X) = E¥X).l et CLi(X)=1"1.CL%X).l, ce que I’on
vérifie immédiatement. S* étant réelle, S® est équivalente au
réel.

c¢) P'existence de G-structures non équivalentes au réel est
évidente : il suffit que dim G > m? pour qu’une G-structure ne
puisse étre équivalente au réel. Ainsi une w-structure (exemple b)
n’est jamais équivalente au réel.

B) Derinttion III, 3, 2. — Soient deux structures S(G, H)
et S'(G’, H'): on dit que S est subordonnée a S’, ou que S’ est
une extension de S, st He H' (d’ou G G').

G’ étant donné, le probléme d’existence d’une G-structure
subordonnée & S est résolu par la proposition (I, 5, 3). Etant
donnée une autre structure S” (G”; H”) il se pose le probléme
de D'existence d’une structure S subordonnée a la fois a S’
et S”: si H n H” est encore un espace de repéres, il définit
une telle structure de groupe ['= G’'n G” (la plus grande);
inversement si Hc H' n H”, définit une structure subor-
donnée commune, H' n H” = H.[' en détermine aussi une.
Notre probléeme est donc ramené a celui-ci: H' n H” est-il
un espace de repéres? C’est pour le résoudre que nous avons
fait I’étude du paragraphe (I, 6). La proposition (I, 6, 2) et le
théoréme (I, 6) permettent d’énoncer :

Tueoreme III, 3. — Pour qu’il existe une structure subor-
donnée commune & une G'-structure S’ et a une G"-structure S”
sur X, il faut qu’elles admettent en chaque point xeX un
repére distingué commun: cette condition est suffisante si le
couple G'; G" est un couple générique de sous-groupes de L,
(resp. CL,), par exemple si G'[' (resp. G"|T') est compact
(' = G'nG"). En particulier, pour qu’une G-structure com-
plexe S soit Uextension d’une structure réelle, il faut que S admette
en chaque point un repére distingué réel: cette condition est



SUR LA GEOMETRIE DIFFERENTIELLE DES G-STRUCTURES 215

suffisante st le couple G, L, est un couple générique de sous-
groupes de CL,, en particulier si G/T' (resp. L,/T est compact.)

La condition d’existence d’un repére distingué en £ commun
a S’ et S, H, n H;5~0, peut se mettre sous la forme H, c H,.G’;
elle est réalisée pour tout ze X si

(1) - " H'cH".G.
En particulier, pour que la G-structure complexe S admette
un repére distingué réel en tout point, il faut et suffit, que

(2) Hc<E.G.

Si z,eE, la fibre en z de E.G est z,.L,.G et dés que
L,.G #£CL, (par exemple dim G << m?) on peut affirmer
qu’une G-structure complexe n’est pas en général lextension
d’une structure réelle. Au contraire la condition (2) sera toujours
réalisée si et seulement si

L,.G = CL,.

Comme cette condition entraine que le couple L,, G est
un couple générique de sous-groupes (théoréme I, 6, 2) exemple
b), une telle G-structure est toujours I’extension d’une struc-
ture réelle.

Ezemples. — a) O(m) étant compact, si une structure
S(G, H) quelconque sur X admet en tout point un repére
distingué orthonormé, S admet d’aprés le théoréme précé-
dent une structure subordonnée de groupe G n O(m): dans
les cas les plus courants, ce fait peut résulter directement de la
fagcon dont est déterminé un repére distingué orthonormé —
mais la preuve en est omise par la plupart des auteurs — ceci
découle ici d’'un théoréme général.

b) une structure presque hermitienne subordonnée a une
structure presque complexe sur X de dimension 2n peut étre
déterminée par un espace de repéres e*(X)c E}X) ayant
pour groupe structural le groupe U’(n)< CL) isomorphe

a U(n) des matrices
<A 9) A eU(n),
0 A

Ub(n) = CL: n U(2n). Elle peut étre aussi bien déterminée par
I'espace de repéres réels &(X) = ¢*(X).l (I matrice définie
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a 'exemple b) de I'alinéa A) de groupe U(n) = O(2n) n CLS.
C’est donc la plus grande structure subordonnée commune
a la structure Riemannienne définie par les repéres ortho-
normés ¢(X).0(2n) et a la structure presque complexe
définie par les repéres réels adaptés e(X).CLi = E¢(X).
Inversement, quand on se donne sur X une métrique rieman-
nienne @ et un opérateur presque complexe J tels que, en
tout point z, I'opérateur J, soit hermitien par rapport a la
métrique P, (P, (J,», J,w) = D,(v, w) pour tout v, weT,), le
fait que I'espace ¢*(X) des repéres réels adaptés en chaque
point a ces deux structures est bien un «espace de repéres »
suppose la démonstration (généralement omise) de 'existence
de sections lecales de E(X) qui soient & la fois orthonormées
et adaptées a la structure presque complexe : notre théoreme,
applicable puisque I'un des groupes est compact, rameéne
cette démonstration a celle de 'existence de sections locales
orthonormées pour la métrique ¢ d’une part, de sections
locales adaptées a la structure presque complexe d’autre part.

c¢) Pour qu’une =-structure S soit I’extension d’une -
structure, il faut et suffit que S admette en chaque point un
repére distingué réel: c’est ici évident car, le champ de plans
T,(i = 1,2) étant différentiable ainsi que le champ T, le
champ de plans T;n T, est aussi différentiable; cela peut
aussi résulter du théoréme III, 3 le couple CL (n,, n,), L, de
sous-groupes de CL, étant générique (proposition I, 6, 4).

C) Derintrion III, 3, 3. — Une G'-structure S’ est dite
subordonnée au sens large @ une structure S su elle est subordonnée
d une structure équivalente & S (ou équivalente a une structure
subordonnée a S). S est alors une extension au sens large de S'.

Etudions en particulier & quelles conditions une structure
complexe S(G, H) est I’extension au sens large d’une structure
réelle : il faut et suffit pour cela qu’il existe ! e CL, tel que
S'(IG.l17t, H.l"') admette une structure subordonnée réelle;
il faut donc d’aprés (1) qu’il existel tel que H.l7* < E. (IGI7?)
soit

(3) Hc<E.LG.

Cette condition est suffisante si le couple L,, I.G.l7! est
un couple générique de sous-groupes de CL,,.
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Les ensembles E.l.G, [ e CL,, (doubles classes modulo E : G)
définissent des classes d’équivalence sur E€ qui correspondent
biunivoquement aux doubles classes de CL, modulo L,: G.
5’1l existe plus d’une telle classe (c’est-a-dire s1 L,.G 5 CL,)
il existe stirement des G-structures complexes n’admettant pas
de structure réelle subordonnée au sens large. En ce sens, les
G-structures complexes constituent une vraie généralisation
des G-structure réelles.

4. — Caractérisation d’un espace de repéres
par la 1-forme fondamentale.

DerintTion III 4, 1. — Soit H(X, G) un espace de repéres
réels (resp. complexes) sur la variété X de dimension m. On appelle
1-forme fondamentale sur H la 1-forme ® a valeurs dans R™
(resp. C™) qut, au vecteur (resp. vecteur complexe) G. tangent a
H au point z, fait correspondre le vecteur

(1) w(8,) = z71.pG, € R™ (resp. C™).

La 1-forme fondamentale sur E (resp. E€) sera notée 0
(resp. 6°). La restriction de la forme induite par ¢ sur E aux
vecteurs tangents réels coincide avec 6. St Hc E (resp. E€)
la 1-forme fondamentale w de H est la forme induite par 0
(resp. 0°) sur H. Quand aucune ambiguité n’est possible,
¢ est encore notée 0.

La 1-forme w définie dans la défimition (III, 4, 1) satisfait
aux deux propriétés

(2) Diw=g1.0 geG

3) w(©) =+ < pb =

(G vecteur, réel ou complexe, tangent & H). En effet, si G, est
tangent & H au point z, D,0, est tangent au point z.g et
©(Dg6;) = (z.8)7'p(D,C.) = g7'z7'pT, = g~'w(T.)

d’ou (2). D’autre part, o(5,) =o=<—>2z"1 (pb,) =0 ce qui
équivaut a pG, = o puisque z est un isomorphisme de R”
(resp. C™) sur T,, (resp. TS,); @ est donc une 1-forme tenso-
rielle : nous traduirons la derniére propriété en disant qu’elle
est réguliére — et son type en disant que c’est une 1-forme
vectorielle.
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Soit s une section de H au-dessus de 'ouvert Uc X; s*w
est une 1-forme sur U a valeurs dans R™ (resp. C™); si 6,e T,
(vesp. TS), s*w(0,) = w(sB,) et comme sG, est tangent 4 H au
point s(z), s*w(T,) = (s7!(z).p) (s6,) = s71(z) (G,), c’est-a-dire
que (s*w), = s7! (z) et que s*w est le co-repére dual de la
section s. Cette remarque peut servir de définition & o (cf.

ch. I, 3).

La forme fondamentale caractérise les espaces de repéres:

Prorosition III) 4, 1. — Soit G un sous-groupe de Lie de
L, (resp. CL,) pour qu’un e.f.p. H(X, G) soit G-isomorphe a
un espace de repéres sur X, il faut et suffit qu’il puisse étre muni
d’une 1-forme tensorielle w a valeurs dans R™ (resp. C™) satis-
faisant a (2) et (3). Il existe alors un homomorphisme unique
f de H dans E(X) (resp. E€(X)) compatible avec Uapplication
identique de G dans L, (resp. CL,,) et tel que

(4) =0

ot 0 est la 1-forme fondamentale sur E (resp. E°).

Soit d’abord f un G-isomorphisme de H(X, G) sur un espace
de repéres H'(X, G) ¢ E: c’est un homomorphisme dans
E et I'on sait (Ch. 11, 3) que ® = f*0 est une 1-forme tensorielle
sur H de méme type; o est réguliére puisque

(1)(‘(3:) = 0(__)'0(]&62) =°*_'p5f62=°9pﬂi;: =e (p“ = pE“f)

Réciproquement, H(X, G) satisfaisant aux hypothéses de
la proposition (III, 4, 1), supposons qu’il existe un G-isomor-
phisme f de H dans E tel que f*0 = w. Si G,eT, (heH),
w(Ty) = O(fC,) et comme fG,eTw, o(G) = [f(h)|pefin
c’est-a-dire

(5) ©(6,) = [f(h)] ™' puTn.
Soit ¢, le tenseur associé a w (déf. II, 3) tenseur sur HX E
avaleursdans R™ ® R™de type (G X L,,) tel que 2(g,1)=g®!,

c’est-a-dire tel que t,(h.g, z.1)=g™.t, (h, z).l. Il peut étre
défini par les formules ((6) Ch. II, 3):

(6) St(h, z).u = w(G,)
(s1G,eT,, (h, 2) e H®E, ue R™, z.u = pys,

par suite de (3), t,(h, 2).u = c<—u=o et t,(h, z)eL,. (6)
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entraine tw(h, z).z7pyl, = »(%,) de sorte que (5) équivaut a

(7) tu(h, 2).27puly = [f(R)]™*. puls
et comme pyT, = T, (7) équivaut a I’égalité entre opérateurs
(8) f(h) = z.[tu(h, 2)]7

qui a un sens puisque t,(h, z)eL,. Nous avons jusqu’ici
établi que, pour qu’une application f de H dans E satisfasse
a (4), il faut et suffit qu’elle satisfasse a (8). Or, le second membre
de (8) ne dépend pas de z, mais de h seul car si

(h, z') e HRE, pez’ = puh = pez et 2z’ =13.1 (leL,) d’ou

z' . [t(h, 7))t = 2.7 [t,(h, 2.1)] T =
(z.0)[tu(h, 2). 1] = 2. [t,(h, 2)]

(8) définit donc une application unique f de H dans E; elle
est différentiable puisque, au-dessus d’un ouvert Uc X muni
d’une section différentiable, s de E, (8) peut s’écrire

f(R) = s(ph).[t.(h, s(ph))]™"

et que t, lui-méme est une fonction différentiable sur HXE.
Enfin f est un homomorphisme car

f(h.g) = z[t,(h.g, 2)]* = z[g1.t,(h, 2)]?
= z.[t,(h, 2)]71.g =f(h).8.

La démonstration s’achéve alors immédiatement en apph-
quant la proposition (I, 5, 3); elle s’étend sans modification
aux espaces de repéres complexes pourvu que l'on utilise le
tenseur complexe t‘w associé & w qui est a valeurs dans CL,.

Nous avons établi (Ch. II, § 3 et § 5) une correspondance
biunivoque entre formes tensorielles sur un e.f.p. et tenseurs
associés; nous avons vu que la propriété (3) pour w équivaut
pour ¢, a prendre ses valeurs dans L,. Comme les tenseurs
d’un certain type sur un e.f.p. correspondent biunivoquement
aux sections d’un certain e.f. associé, la proposition (III, 4, 1)
ale:

CoroLrLaIrE. — Soit un e.f.p. H(X, G), ou G est un sous-
groupe de Lie de L, (resp. CL,) (m = dim X). Les structures
d’espace de repéres sur H correspondent biunivoquement aux
sections du fibré de fibre L, (resp. CL,) associ¢é ¢ HXE
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(resp. HXREC), G x L, (resp. G X CL,) opérant sur la
fibre par

g ), t—>g1.t.l geG; l, tel, (resp. CL,).
p

Pour une forme tensorielle A sur un espace de repéres
H(X, G) on peut avoir une notion plus simple de tenseur
associé que sur un e.f.p. quelconque. Supposons d’abord H
espace de repéres réels et A & valeurs dans un espace vectoriel
réel M: tA est un tenseur sur HRE. Soient les applications

i: H— E inclusion

j: H>HXE, heH— (h, h)e HXE, application qu
identifie H a la diagonale du s.e.f.p. HXHc HRE;

f: HRE—-H, (h,z)>h, heH, zeE, puh= psz;
g: HRE—-E, (hyz)—>z heH, zeE, pyh=p:.

On a donc
9) foj = identité de H et gej =1.
t'A = j"t\ est un tenseur sur H puisque j est un homomor-
phisme d’e.f.p. De (9) découle A =j*f*\ et la formule
((8) ch. II, § 3) devient
™ 9 *, ) Ky 7 ;% ¥
A =plea). Ago] = Gmr). (Aj(g))

A=A (Ajgn)

ou

soit d’apres (9) .
A= A).(Aeo)

ou, comme 1*0 n’est autre que la forme fondamentale » de H
9

(10) A=@A).(Aw).

Réciproquement, 'application de la proposition (II, 3, 1)
montre que si A est un tenseur sur H a valeurs dans M® AR

q q

et de type 5,(G), (a(8) =R(g)®@Ag), A=n.(Aw) est
une g-forme tensorielle telle que A = t'A.

De méme, s1 H est un espace de repéres complexes et .\
a valeurs dans U'espace vectoriel complexe M, t°\ est un tenseur

sur HXE®; linclusion H < E¢ permet de définir des appli-
cations I, J, ... analogues a ¢, j, ... et A = J*C\ est un ten-



SUR LA GEOMETRIE DIFFERENTIELLE DES G-sTRUCTUREs 221

seur sur H1ié 4 A par une formule analogue a (10), la correspon-
dance entre \ et ¢'CA étant encore biunivoque.

Si H est un espace de repéres réels et M un espace vectoriel
compleze 11 se trouve définis deux tenseurs associés sur H
suivant que I'on utilise I'inclusion Hec E (ce qui définit ¢'A

a valeurs dans M®R7\ R"") ou Hc E€ (ce qui définit ¢'CA a

q .
valeurs dans M ®c/AC™): la remarque faite au ch. II, § 5
montre que ces deux tenseurs coincident modulo 'identification

canonique de M®c/q\C”"’ et M@n/q\ R™.

Au contraire, si H est un espace de repéres complexes et M
un espace vectoriel réel (n’admettant pas de structure complexe
pour laquelle les R(g) soient des transformations linéaires
sur C) on ne peut définir sur H lui-méme un tenseur assocté
qui corresponde biunivoquement @ A par une formule analogue
a (10). Supposons en effet un tel tenseur A défini, tel que

(14) A=xr(Ao)

alors, nécessairement pour he H, A(h)eM ®R;\Cm'. Or A
n’est défini que sur I'espace 0, tangent & H en h et non sur
son complexifié ©F: A(h) n’est donc astreint par (II) qu’a la
condition

A(Ty) = A(h) </‘l\ w, Gh>’ Gy /'1\ O,
= Ah).h™L. pG,

(avec les notations simplifiées du ch. II). Quand ©, décrit

/q\(:),,, pG, décrit /q\Tz(a:= ph) et h~1pG, décrit /q\h‘lTJc ou
h~1T, est un sous-espace vectoriel (réel) de C™ de dimension
réelle m: A(h) n’est donc pas complétement déterminée par
(11).

Pour définir A par un tenseur sur H on peut cependant
procéder ainsi: soit M’ un espace vectoriel complexe tel que
M'sMet M =M + M, et que de plus R(g) s’étende en un
automorphisme complexe de M'. On peut prendre par exemple
pour M’ le complexifié de M: ce n’est pas nécessairement le
plus commode. A est donc une forme tensorielle complexe a
valeurs dans M’ et de type R(G) qui, pour les vecteurs tangents
réels prend ses valeurs dans McM’. A A sont maintenant

3

associés les tenseurs t'°\ (resp. t“\) sur H (resp. HRE®) a
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9 . . .
valeurs dans M’ ®:; AC™ — ainsi que t\ sur HXE & valeurs

dans M’ ®R/q\R”". Comme les tenseurs ¢°A correspondent
biunivoquement aux g-formes A sur H a valeurs dans M/,
cherchons & caractériser ceux pour lesquels A est a valeurs
dans M. Or ¢€\ est déterminé biunivoquement par t°A dont
la restriction &4 HRE est tA (ch. I, 5): de sorte que ¢'CA est
déterminé par ¢tA. Pour que A soit & valeurs dans M il faut et

9 q
suffit que tA soit 4 valeurs dans V=M ®xg AR™ c M’ ®zs A R™;
t°A et ¢'°A prennent donc leurs valeurs dans I’orbite de V par
CL,, orbite qui n’est pas en général un sous-espace vectoriel

(réel) de M’ ®c/q\C"'* de sorte que la condition sur t'¢A se
traduira en général par une condition non linéaire.

C’est pourquoi dans la suite on ne parlera de tenseur associé
sur H, 4 une forme A sur H a valeurs dans M que si H est un
espace de repéres réels et M quelconque ou H un espace de repéres
complexes et M compleze. Il n’y a alors aucune ambiguité et ce
tenseur sera toujours noté tA. Enongons

Prorosition 111, 4, 2. — Soit H(X, G) un espace de repéres
réels (resp. complexzes) de forme fondamentale » et M un espace
vectoriel (resp. espace vectoriel complexe). Les q-formes A sur H
a valeurs dans M correspondent biunivoquement aux tenseurs

sur H a valeurs dans M®n/q\R"‘* (resp. M®c/q\C"'*) et de type

q
2(G) ot p,(g) = R(g)® Ag™. Le tenseur correspondant & A
est le tenseur associé sur H, t\, défini par

(12) A= A).(Ao).

Dans la base {e,} de M et la base canonique de R™ (resp. C™),
(12) s’écrit

(13) A =L)AL A
ou les o' composantes de w sont des formes globales sur H
linéairement indépendantes, et les composantes (tA)} . du
tenseur associé des fonctions a valeurs réelles (resp. com-
plexes) supposées antisymétriques par rapport aux indices i.
51 H= E (resp. E€) on retrouve la notion habituelle de
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tenseur canoniquement associé en prenant I'image réciproque
de (13) par des sections locales. En particulier, si I'on applique
(12) & o elle-méme, il vient w = (tw).w, ce qui montre que tw
est le tenseur constant sur H = a I'identité de L, (resp. CL,,).

5. — Connexions sur les espaces de repéres.

A) Nous appelons connexion linéaire sur X (resp. linéaire
compleze) une connexion sur E(X) (resp. ES(X}). S(G, H) étant
une G-structure donnée nous appelons H-connexion, ou
S-connexion indifféremment, une connexion sur H. Le groupe
GcL, étant seul donné, nous appelons G-connexion une
H-connexion arbitraire.

Soit v une H-connexion et § son extension & E (resp. E°);
= et % leurs formes respectives; un chemin dans H horizontal
pour y est aussi horizontal pour ¥, puisque = est la forme
induite sur H par %; de 'unicité du chemin horizontal pour
une connexion au-dessus d’un chemin donné de X et ayant
une origine z donnée, découle alors que la nappe d’holonomie
d’origine ze H est la méme pour les deux connexions, et
par conséquent aussi les groupes d’holonomie pour les deux
connexions: en particulier {,cG. Réciproquement si I'
est une connexion linéaire et si, en un point ze E (resp. E°)
le groupe d’holonomie }, « G, la nappe d’holonomie H; étant
un },-s.e.f.p. différentiable (ch. II, 4) H = H;.G définit une
G-structure S. D’autre part le champ d’holonomie de [ en
tout point z’ e H; étant tangent & H; donc & H, on voit
immédiatement que le champ d’holonomie de ' est tangent
a H en tout point de H: ' est ’extension d’une H-connexion.
Nous avons établi :

Tutorime III, 5, 1 (**). — Pour qu’il existe sur X une G-
structure S il faut et suffit qu’il existe une connexion linéaire T’
sur X dont le groupe d’holonomie en un repére z € E(X) (resp.
E¢(X)) soit un sous-groupe de G: I' est alors Uextension d’une
S-connezion.

Soit maintenant un groupe G tel que les G-structures puis-

(1) Ce résultat contient ceux de [22] § 118 et de [18] ch. i, § 5.
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sent étre définies par un tenseur ¢t & valeurs dans M au sens
de la proposition (III, 2) dont nous reprenons les notations.
G étant le sous-groupe des geL, tels que R(g).u=u, G
est la sous-algébre des A e L, tels que RQ).u=0.

Soient S(G, H) une G-structure, ¥ une S-connexion et ¥ la
connexion linéaire extension de vy, © et & leurs formes respec-
tives, V et V les différentiations absolues correspondantes et
t le tenseur sur E définissant la structure. D’aprés ((2), ch. I1, 4)
on a

Vi =dt + R(%).t
d’ou, ¢ étant l'injection H - E

iVt = di*t + R(*# ). i
L

—mt+£ﬁ = Vi*t
i*t étant constant sur H et égal a u
(1) 'Vt = R(x).u

c’est-a-dire, si © = ¢, ® ©¢ ({¢.} base de G)
PVt = Re,).u®nt =0
ce qui entraine V¢ = 0.
Réciproquement soit ¥ une connexion linéaire de forme =

telle que V¢ = 0. = = i*# est une 1-forme sur H de type adjoint
a valeurs dans L, dont la restriction aux fibres de H coincide

avec la forme B relative 2 H (ch. II, § 4, A) parce que les trans-
lations & droite de G sur H sont les restrictions des translations
a droite de G opérant sur E (déf. I, 5, 2). Pour que © soit une
forme de connexion sur H, il suffit donc que, de plus, elle
prenne ses valeurs dans G. Soit une base de L, {¢., ¢,} obtenue
en complétant la base zs} de G: n=¢, @ + e, ® 7%, Sur
H, i*Vt est encore donnée par (1) et est nulle par hypothese;

or ER(z).u=&R(a?).u®7cr—}—ﬂi(sa).u@f: = R(e,). u® =
puisque ¢, € G; notre hypothése entraine donc
(2) Re,) . u®r® = 0.

Les vecteurs $R(e,).u sont linéairement indépendants, car
SuM(e,). u =0 entraine YR(n',).u = 0 c’est-a-dire n%, e G
a

a
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ce qui est absurde; par conséquent (2) entraine la nullité des
formes =° et © est & valeurs dans G. Nous avons établi :

Trtoreme III, b, 2. — Si la G-structure S sur X peut étre
définie par le tenseur t sur E(X) (resp. E¢(X)), la condition
nécessaire et suffisante pour qu’une connexion linéaire (resp.
linéaire complexe) sur. X soit Uextension d’une S-connexion est
que la différentielle absolue de t dans cette connexion soit nulle.

Ce théoréme contient la caractérisation des connexions
linéaires qui sont euclidiennes pour une métrique donnée
([22], § 51), presque complexes ([22] § 109), presque hermi-
tiennes (une structure presque hermitienne étant définie par
deux tenseurs, le tenseur métrique et le tenseur presque com-
plexe, entre dans notre classe de structures: deux tenseurs
pouvant étre considérés comme un seul tenseur a valeurs
dans la somme directe de leurs espaces de valeurs). Il contient
de méme la caractérisation des connexions linéaires complexes
qui sont des =w-connexions pour une T=-structure donnée
([18] ch. II, § 6), des connexions linéaires complexes qui sont
des connexions presque hermitiennes au sens large pour une
structure presque hermitienne au sens large donnée ()

(ibid. ch. III, § 4).

B) Torsion. — Dans ces deux alinéas, H = H(X, G) est
un espace de repéres muni d’une connexion y déterminée;
K désigne I'un ou 'autre des corps R ou C suivant que H est
réel ou complexe. L’existence sur H de la 1-forme fondamentale
o & valeurs dans K™ entraine I’existence pour la connexion y
d’un invariant supplémentaire, la forme de torsion :

(2) Y=Vo=do+ .0

(puisque la représentation de G dans K™ définissant le type
de © est sa représentation comme groupe linéaire de K™).
Le tenseur ¢t associé & X sur H est le tenseur de torsion de vy.
Naturellement X et tX sont les formes et le tenseur induits
sur H par la torsion

(3) S=V0=4db+ %.9

(*?) Une structure presque hermitienne au sens large est définie par G. Legrand [18]
par la donnée d'une métrique complexe ¢ et d’'un champ d’opérateurs J sur TS de
carré identité, tels que ®(Ju, ) = — @ (u, v) u, veT§.

- 15
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de la connexion linéaire-y extension de y et son tenseur cano-
niquement associé t3. L’identité ((5) ch. II, § 4) fournit la
différentielle absolue de X

(4) VE="Vo=0Q.0.

C’est I'identité de Bianchi pour la torsion.

C) Dérivée covariante. Identité de Ricci généralisée. — A
étant une g¢-forme tensorielle (¢ =0, 1, ..., m) sur 'espace
de reperes H(X, G) a valeurs dans I’espace vectoriel M (réel

si H est réel, complexe si H est complexe), nous appelons
dérivée covariante de A le tenseur sur H

(5) DA = tViA.

L’opération de dérivation covariante est propre aux espaces
de repéres, a la différence de la différenciation absolue qui
s’opére sur toute e.f.p. différentiable.

t\ étant un tenseur de type R(g)® Ag™ a valeurs dans

M ®¢ /q\(K"'*) VtA est une 1-forme de méme type et DA est
: q

un tenseur de type R(g)® Ag1® g a valeurs dans

M®g A K™ ®x K™. La formule ((12) § 4) définissant le tenseur

associé s’écrit puisque VtA est une 1-forme

(6) VtA = (DA). .

Lorsque A est un tenseur W, comme tW = W, (5) devient
DW = (VW et (6) )

(7 VW = (DW). .

Dans ce cas et si H= E, ou bien si A est une forme de type

identité (image réciproque d’une forme de X) on retrouve la
notion habituelle de dérivée covariante. Quand ¢ > 0, au

q+1
contraire, tVA est un tenseur a valeurs dans M® A K™

et de type R(g) ®q7\’g‘1 qui n’a donc aucune raison de
coincider avec DA. De la relation ((12) § 4)

A=(A).(Ao)

on déduit, en appliquant la formule de différentiation d’un
produit de ce type ((8), ch. 11, § 4)

(8) VA = (ViA).(Aw) + (A).(VAw).
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Cette formule qui peut aussi s’écrire d’aprés (6)

(9) VA = (tVA) .77\’w= (DA.m).(/q\w) + (tA).(V/q\m>
permettra de calculer la différentielle absolue en fonction

. q
de la dérivée covariante et de VA w.

Appliquons-la d’abord au cas ou A =V® (9, (3—1)-forme
tensorielle)

V0 = ((DVD).0).(Aw) + vd).(VAw).

Comme d’autre part V*® = R(Q).® ((5) Ch. II, § 4) on
obtient I'identité

(10) ((DV®).w). Aw = R(Q).® — (tvd).(VAw)
(degré ® = q—1)

a laquelle on peut donner le nom d’identité de Ricci généralisée.
Prenons en effet le cas ou @ est un tenseur W (¢ = 1); comme

W =tW et DW = (VW on a
DVW = (ViVitW = tViDW = D*W
et (10) s’écrit alors
(11) (D*W.w).0 = #(Q).W — (DW). 2.

Cette formule est 'tdentité de Ricci proprement dite (plus
générale d’ailleurs que I'identité habituelle puisque la repré-
sentation R est quelconque). Pour le voir écrivons-la expli-
citement lorsque W = V est un champ de vecteurs, en prenant
les notations habituelles pour les composantes de la dérivée
covariante. (11) s’écrit

(12) (D*V.0).0 = Q.V—(DV).X
soit
(13) (VaV, Vior) A ot = Q5. V/ — V,Visk,

Comme, avec les normalisations habituelles

Qi = % Ry Aot et Y= —Sko* Aot
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R} ). et S}, étant antisymétriques en A et &, on obtient

(14)
1

= (BIV =T,V 0} A ot =

1

D) (R, )\#Vl + V. Vi, {9) o* A\ w*

soit enfin
WV —V NV = R] VW 4 V, V.S,
Pour obtenir maintenant la forme explicite de (9) calculons
9 q
VAw. De la définition de Aw (ch. II, 2, E) et du caractére
q9
tensoriel de w découle que Aw est une forme tensorielle de

type A (G) et
v(Aw) =d(Aw) +Am).(Aw)
{e;} étant la base canonique de K™. La formule ((24) ch. II, §2)

9
donne I’expression de Aw & l'aide des composantes w' de w
dans cette base

A 1 : :
No==eg N...\N¢e, ®"A ...\ ol
gt !
d’ou
(15)
q 1 ¢ ’
d(/\m)zg—, S (— 1) e A Ae, @ AL Adwt A .. A wh.
k=1

D’autre part, un calcul facile montre que dans la base

B=fe,N...Ne;, 1, <Py ...<ip} de A K=*, T'opération ;\(7\)
(A e L,, resp. CL,) est donnée par ses composantes

clg

’;' b q9
(R)i =3 et dt®
9 h=1 5‘ g
ou ¢lt:::'v est I'indicateur de permutation et A7 les composantes

(*¥) Une suite d’indices e, ...p ...i; représente la suite obtenue en rempla-
A
p
. , h . ~ , ,
cant dans la suite i, ... iy ... i, i) par p. De méme une suite i, ... ts ... ig repré-
sente la suite iy ... i; ou le terme i, a été supprimé.
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de A dans la base canonique de L, (resp. CL,) alors les compo-

santes dans la base B de ¢ f = (/q\( ). /q\w> sont

ghrle= 3 A (}\m)i....m

‘|< c<ig
2 Yo AN LA
k=1i< - <ig  f

_ - i i
—'q!kgi CBeig TEAOCA LA\ b

ou, en faisant passer w* et p 4 la premiére place

1 3
?h el — q—!-kgia; lq‘k l"( ﬁ/\ w‘k) A wh A A wk—1 A i+t A... A w'e
puis, en supprimant la sommation par rapport a k
1 . .
gole= oyt (A O Aeh. L Ak

dans cette somme, la somme des termes ou p =1, est

1 .
(@q— 1! g t(mrAO) AN A= (TEAO)ALRA LA 0l

et, en procédant de méme pour chaque indice /, il vient:

(16)
p
l, l § ( )k—i /\ /\m’k—t/\('n’k/\w )/\(Dl"*i/\ /\0.)['1

Comme cette expression est antisymétrique par rapport
aux [,
A

?=i<2<i ei,/\ /\eiq®?‘a _q—'-e“ A... Aei¢®?i""i"
< <ig i

et on obtient, en rapprochant (15) et (16), les composantes
dans B de (V/q\w)
(17)

(VA0)" = 3 (1) A o A (doh - mEA YA . .. Aol

(——1)"—’0.)"/\ e /\(.l)l"—‘ /\zl"/\wlk+l/\ - /\(!.)“7.
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Calculons maintenant chacun des termes de (9) dans la

base {ex} de M:

W A L wb w'e
(18) (VA) - (qq+ 1)A! (tVA)i.z....;q /\ oo /\
(19) [(DA.0).(Aw)]

= _1_| ((DA)"‘. iy.. ‘”i.) A ;, A... N\ wh
1 ! . ; .
=t (S (= DDAy oA - A
(3 ont. >w A Ao
our rendre le coefficient de v A ... A " antisymétrique par
p .
rapport aux i.
D’autre part,
@0) [ea).(vAe)]*
(tA)“ q(V/q\w)"""q,

"QIA‘Q'»

(tA):. lqi (—1)F 'l AL Ao AZUA WAL A 0,
k=1

= g—i—l)' (tA);,‘,'_“‘qEP Aot ... A o,
- g—i—“—w\m LA A BN o Ao
1 2 ( )lsﬁu(tA)pt....f...iq(’)" A ..o Aol
1
= : 2. (—1)¥*1SP. (tA)A WA A
(g+1) !klrl_‘og’t e (—1) "‘"( )P“' BTt ig

par un calcul d’antisymétrisation de type classique. Alors,
dans (18) (19) et (20) les coefficients de w™ A ... A w¥ étant

tous antisymétriques, (9) devient

(21) (tVA) 4. 2( (DAY . 6.4

{
= X 2A=1)OSL (). q

k<1
ki 1=0,4,...9
Prorosition III, 5. — Sur un espace de repéres, le tenseur

associé a la différentielle absolue d’une q-forme \ est égal a
Pantisymétrisé de la dérivée covariante de A dans une connexion
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d torsion nulle; il en différe par un terme bilinéaire par rapport
d la torsion et au tenseur associé a A lorsque la torsion n’est pas
nulle, suivant la formule (21).

Application. — Si a est une g-forme scalaire sur X, A = p*x
est une g¢-forme de type identité et Vp*a = dp*a = p*da;
de sorte que 'on obtient, en prenant les images réciproques
des deux membres de (21) par une section locale arbitraire
et en utilisant les notations classiques, la relation qui lie la
différentielle extérieure d’une forme a sa dérivée covariante :

(22) (da)uu 2 val[ o ore i oo iq
— k+1 Qp
= kél 2( 1) S‘,‘” 7 T iq
kl=0,4,....,9
6. — Tenseur de structure d’une G-structure.

A) Soit S une G-structure d’espace de repéres H et de forme
fondamentale w. On désigne par K (resp. KL,) le corps des
réels (resp. le groupe L,) si S est réelle ou le corps des com-
plexes (resp. CL,) si S est complexe.

Soient vy et v des H-connexions de formes =, ='; et X, ¥
leurs torsions. Les tenseurs de torsion sont des tenseurs sur H

a valeurs dans P = K" ®¢ /2\ K™ et de type R(G) o R est la
représentation de KL, dans P telle que

KN =1®Alt leKL,

7’ — = = u est une 1-forme tensorielle sur H de type adjoint
a valeurs dans G. Supposons, st S est complexe, que G est un
sous-espace vectoriel complexe de CL,. Alors (§ 4) u a un ten-
seur associé tu = £ sur H — dont la donnée équivaut a celle
de u — a valeurs dans N = Ng = G ®x K™ et tel que

(1) u==%.0
£ est de type 2(G) ou 2 est la représentation de KL, dans
T = KL, ®x K™ telle que () =adjl®[? (NgcTo est
évidemment un sous-espace invariant par 2(G)).

Comme b = K™ ®x K™ ®5 K™, P peut étre considéré comme
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le quotient de b par le sous-espace 4 engendré par les éléments
z®f®f (xe K", feK™). Soit —.b la projection naturelle
% — T/ =P 2®f®f - 2®(fAf’). Dans la base canonique
fe;} de K™ (et les bases associées des autres espaces) — .b se
traduit par

t = (G — tiy)
et il est évident sur les définitions que, pour tout l « KL,
(2) Lo Q(l) = R(l) o b.

Dans une base {e, = (aj.)} de G (base sur K), les composantes
de u sont données d’apres (1) par

(3) uf = Efo*

(Ef composantes de % dans la base ¢, ® z' de Ng). D’aprés la
définition de la torsion ((2) § 5) il vient
Y—Y=(r—rn).o=u.ow
(e ® uf). (e, ® w¥)
= (g;.€,) ® uF A\ 0"
= aje; ® 5o/ N\ w*
=¢® > (ak8) — aj &) o' N\ ot
La parentheése étant antisymétrique en J, k, cecidonne d’apreés
((13) § 4) les composantes de ¢((X' — X) dans la base canonique
e P

(4) (5 — D) = al B} — aj.Bf.

Comme les composantes de ¥ dans la base canonique de
sont ti, = ai.kf, (4) se traduit par
tE' _— tz = ._'l)OE

ou, en appelant A la restriction de .b & Ngc T

(T

(5) tY —tX = Ao}
N¢ étant invariant par 2(G), (2) devient
(6) A-9(g) =R(g)°A, ge<G.

Soient Vg = A(Ng), M = M; = P/V; et a la projection
naturelle P — Mg. D’aprés (6) Vg est invariant par R(G) de



SUR LA GEOMETRIE DIFFERENTIELLE DES G-STRUCTUREs 233

sorte que la représentation R(G) passe au quotient: soit ¢ la
représentation de G ainsi obtenue dans M; elle est définie par

(8) p(g)oa=a-R(g).

Alors d’aprés (6) aotX’ = aotX est une fonction ts sur H a
valeurs dans M (définie globalement et indépendante de la
connexion) et telle que

_ ts(z.8) = a(tX(z.g)) . (ze H, geG);
soit ts(z. 8) = a(R(g72).t5(z)) = (7). ts(2).

ts est donc un tenseur sur H a valeurs dans M et de type 3(G)
qui ne dépend que de la structure : nous I'appelons le tenseur
de structure de S.

B) Soit réciproquement Y, une 2-forme vectorielle sur H
a valeurs dans K™: est-elle la torsion X' d’une H-connexion
y'? Supposons remplie la condition nécessaire aotY, =ts
et soit ¥ une H-connexion arbitraire. Avec les notations pré-
cédentes, la détermination de ¥’ équivaut a celle de la 1-forme
tensorielle u = n' — = qui équivaut elle-méme (prop. III,
4, 2) a celle de son tenseur associé § a valeurs dans N. La condi-
tion imposée a y', ¥’ =Y, équivaut a ¥’ —YX¥ =X, — ¥ ou
le second membre est une 2-forme tensorielle donnée de méme
type X”; et la condition Y — X =Y’ équivaut elle-méme

d’aprés (5) a
9) Aok =Y.
D’autre part I'’hypothése aotl, = ts = aotX équivaut a
(10) aoty” = 0.

Soit N(H) (resp. P(H), M(H)) le fibré obtenu par modelage
(def. I, 2) de N (resp. P, M) sur H, G operant sur 1 la ﬁbre par
G) (resp. R(G), #(G)); et soit N(H) (resp. P(H), M(H)) le
falsceau des germes de sections de cet espace. A la sulte exacte
d’homomorphismes d’espaces vectoriels

NAPAXM->O0

correspond une suite exacte d’homomorphismes de faisceaux

TN —

N(H) 2 P(H) & M(H) -0
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a laquelle correspond elle-méme, puisque tous ces faisceaux
sont des faisceaux de germes de section d’e.f. & fibre vecto-
rielle, la suite exacte des groupes de cohomologie

(11) (X, N(H) 2 26,(X, P(H)) & 2,(X, M(H)) - 0.

Les tenseurs sur H a valeurs dans N (resp. P, M) et de type
9G) (resp. R(G), ¢(G)) correspondent biunivoquement aux
sections de N(H) (resp. P(H), M(H)) c’est-a-dire aux éléments

des groupes de cohomologie %O(X, N(\ﬁ)) (resp. ¥6,(X, P”(\H/)),
%O(X, MTﬁ))) Soit donc s e #6,(X, SI-(\I-T)) Pélément corres-
pondant a &, ce%o(X, ﬁm)) celui qui correspond a tX"; (9)
et (10) équivalent respectivement a

(12) A, 7,
(13) & O

La suite (11) étant exacte, 'image de A, coincide avec le
noyau de %, et s satisfaisant a (12) existe dés que s satisfait
a (13). Nous avons donc montré ’existence de la connexion y'.

C) Ces calculs et démonstrations ne s’étendent pas au cas
ou, S étant complexes, G n’est pas un sous-espace vectoriel
complexe de CL,. Si d’abord G n’admet pas de structure

d’algébre de Lie complexe, les ad] g (g G) ne sont pas des
automorphismes d’espace vectoriel complexe de G: et les
formes u sur H a valeurs dans G de type ad]omt n’admettent
pas de tenseur associé sur H (cf. § 4). Si méme G admet une
telle structure non induite par celle de CL,, I'espace G ®cC™
des valeurs des tenseurs associé a4 u ne s’identifie pas & un
sous-espace complexe de CL, ®: C™ et la démonstration tombe
encore en défaut.

On peut donc penser a procéder comme au paragraphe 4:
soit G’ = G + iG; les adj g (g € G) sont des automorphlsmes
d’espace vectoriel comple‘ce de G’ et u un tenseur associé %
a valeurs dans G’ ®; C™ c 9b. Les calculs de I'alinéa A) restent
donc valables et permettent encore de définir un « tenseur
de structure » ts: mais ceux de B) ne le sont pas car % est en
général astreint a des conditions supplémentaires non liné-
aires (§ 4). En fait d’ailleurs ce tenseur ¢5 n’a aucune raison
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de caractériser les torsions des S-connexions : soit G’ le sous-
groupe connexe de CL, engendré par G’ et supposons G lui-
méme connexe; alors G 5G et S est subordonnée a une G'-
structure S’, ts n’est autre que le tenseur de structure de S’
de sorte qu’il caractérise les torsions des S’-connexions qui
en général ne sont pas des S-connexions (cf. § &, D).

D) Nous allons maintenant énoncer les résultats obtenus
et en tirer les premiéres conséquences.

DerinitioN III) 6. — Une G-structure est dite de premiére
espece si elle est réelle ou si, étant complexe, G est un sous-groupe
de Lie complexe de CL,,. Elle est de seconde espéce dans les autres
cas.

Remarquons que la condition: G sous-groupe de Lie
complexe de CL, (c’est-a-dire I'injection G — CL,, est une
application analytique complexe) équivaut a G sous-espace
vectoriel de complexe CL,,.

Tutoreme 111, 6, 1. — Soit G un sous-groupe de Lie de L,
ou un sous-groupe de Lie complexe de CL,: K désigne le corps
des réels dans le premier cas, le corps des complexes dans le
second. A ce groupe est canoniquement associée une représenta-
tion K-linéaire ¢ de G dans un espace vectoriel Mg, image de

P=Krex /2\ K™ par un homomorphisme « de telle facon que

1° pour toute G-structure S de premiére espéce se trouve
défint un tenseur ts de type ¢(G) a valeurs dans Mg sur Uespace
H des repéres distingués de S: ts est le tenseur de structure
de S.

20 la condition nécessaire et suffisante pour qu'une 2-forme
vectortelle ¥ sur H soit la torsion d’une S-connexion est

aotl‘. = ts.

Dans certains cas ce théoréme prend une forme plus simple,
qui nous le verrons, contient des théorémes connus:

Tutortmes 111, 6, 2. — G satisfaisant aux mémes hypothéses
que dans le théoréme (111, 6, 1), supposons de plus que le sous-
espace V = a71(0) de P admette un supplémentaire W également
invariant par R(G). Pour toute G-structure de premiére espéce
S, et toute S-connexion, le tenseur de torsion (sur H) est la somme
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de deux tenseurs, t¥ = (tX)y + (tX)w a valeurs respectivement
dans Vet W:

10 (tX)w ne dépend pas de la connexion et s’identifie a ts
(¢(G) s’tdentifie d la représentation induite par R(G) sur W);

20 (tX)y ne dépend que de la connexion et peut étre choisi
arbitrairement par un choixz convenable de la connexion: en
particulier il existe toujours une S-connexion dont le tenseur de
torsion soit exactement réduit a ts = (tX)w.

Dans les hypothéses de ce théoréme, puisque (tX)v et
(tX)w sont des tenseurs a valeurs dans P de type R(G), on a
un énoncé analogue donnant une décomposition de la forme
de torsion en somme de deux formes. D’autre part, soit = la
forme de connexion d’une des connexions pour lesquelles
(tX)y = 0; alors d’aprés la définition de la torsion on a glo-
balement sur H

do =—=.0w+ (ts)(/ﬂ\w)
(13) ou do'=—m Ao + -;— (ts)ixe’ N\ w*

|\ou do' = aj. o/ \ =¥ + % (ts)ixe’ N\ w*

avec les notations de A); et réciproquement, si = est une H-
connexion et si ’on peut écrire dw sous la forme (13), ¢ étant
un tenseur & valeurs dans W, ts est le tenseur de structure de S.

Dans les seules hypothéses du théoréme (III, 6, 1) soit W,
un supplémentaire de V, en général non invariant. Pour une
H-connexion donnée de forme =, on a une décomposition
Y= (tE)y + (tY)w,; (t¥)w,(z) =C(z) étant la projection de
ts(z) sur W, par la projection naturelle ¢, P/V— W,, C est une
fonction sur H indépendante de la connexion et I'on peut
écrire

M@dd:—@Ad+%QMﬁdAm+i

(Clie A,

[ O]

Comme (tX)v(z) eV, pour tout ze H, les équations aux
inconnues vf(p =1, ..., r; k=1, ... m)

(t}:)v, j’k = al‘n"]f _* aJl.:Tl{ (L? j: k= 1’ ey MG ] < k)

sont compatibles, et, comme elles sont & coefficients constants,
on peut leur trouver des solutions différentiables 7{(z) (uniques
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seulement si 'application A est injective). (14) devient alors
puisque T} = aj,nf

do’ = o A aj(vf — nfo*) + + C,,,wf A of

ou

(15) d(l.)‘ = (1.)" /\ jr h"o + Cjkl))‘l /\ O.)

soit dw=—=x".0w+C. /\w

Dans (15) =’ = ¢, ® 7' est une forme globale sur H mais non
canomquement définie; de plus ce n’est pas une forme de
connexion sur H, sinon C serait le tenseur de torsion de cette
connexion, contrairement a I’hypothése que W, n’est pas
invariant par ®(G). Enfin, dés que I'on a écrit sur H des
relations telles que (15) ou la fonction C prend ses valeurs
dans W,, C est la projection sur W, du tenseur de structure,
qu’elle définit donc parfaitement.

En particulier, si I'on prend pour W, un supplémentaire
de V engendré par un sous-ensemble de la base canonique de
P, et si I'on désigne par ti, les coordonnées de P nulles sur W,
et par ti,, les autres, (15) s’écrit

(16) dot = W A afw't + 5y A ¥,

Silon pose Fj, = ajonf —ajenf (nf « K) (1, ], k=1,...,m; ] k)
les indices (j) sont caractérisés par la propriété que les
formes linéaires F§,. sont linéairement indépendantes et en
nombre maximal: les Ci, sont les premiers invariants de la
structure tels qu’ils ont été définis par S.S. Chern dans [9]
pour le cas réel. Les équations (13), (15) ou (16) peuvent étre
appelées équations de structure de S.

Soient r la dimension de G et sle rangde A. On a dim N = mr
et dim P = ™(n=1);
est égal au rang du systéme des
Fi,. On peut préciser:

s, inférieur ou égal a ces deux nombres,
m?(m—1)

2

formes linéaires

Cororraire III, 6, 1. — Si A est surjective, la torsion peut
étre choisie arbitrairement; en particulier, pour toute G-structure
S de premiére espéce il existe toujours une S-connexion & torsion

nulle. Dans ce cas s= 'iz—(—n-;;i) ce qui exige r > m___}(m2— b,
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Cororraire III, 6, 2. — Si A est injective (**), la donnée de
la torsion X détermine la connexion, pourvu que aotY =ts.

. o . m(m—1) ..

Ceci se produit si s = mr et exige donc r g——(—T—) Si de
plus on est dans les conditions d’application du théoréme
(I11, 6, 2) tout G-structure admet une connexion canonique
dont le tenseur de torsion coincide avec le tenseur de structure

(cf. 8, ex. B, E).

Cororraire III, 6, 3. — Si A est bijective, ce qui suppose

= mﬂi——i) d’ou, s’il est fermé, G est le groupe orthogonal
ou orthogonal spécial d’une forme quadratique non dégénérée
définie ou indéfinie, d’aprés des résultats de Weyl-Cartan
(cf. W. Klmgenberg [28] — la torsion est arbitraire et
détermine umvoquement la connexion: en particulier, il y
a une connexion canonique & torsion nulle.

Cororratre III, 6, 4. — Pour qu’'une G-structure S de pre-
miére espéce admette une S-connexion a torsion nulle, il faut et
suffit que le tenseur de structure soit nul.

7. — Calculs du tenseur de structure.

A) Structures équivalentes. — Soient S et S’ des structures
équivalentes d’espaces de repéres respectifs H et H' = H.[,
de groupes G et G’ = ["2.G.l. On considére soit S et S’ réelles
(leL,, K= R), soit S complexe de premiére espéce: alors,
quel que soit leCL,, S’ est complexe de premiére espéce
(K= C).

Les différents espaces et applications sont notés comme au
§ 6, avec un indice s’ils dépendent de S ou G (N = Ng'...).
Alors

NI ,C', Km' —_ l—lG l®K Km' — Q(l—l)N
et V' = LH(N) = Lol 1)N) = R(I7) H(N) = R(I")V
de sorte que

ll

(1%) Dans le cas réel, cette hypothése équivaut a celle-ci: 1¢r groupe déduit de
G = identité (S. S. Chern [9]) ou G de type fini de degré 2 (P. Libermann). Cette
remarque contient donc un théoréme de P. Libermann dans [21]. C'est aussi la
propriété (C) de Chern dans [10].
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a) comme rang de A =dim V, on a rang de A = rang
de A’ et les deux structures sont dans la méme situation pour
les corollaires du § 6.

b) 'automorphisme R(I7!) de P passe aux quotients, don-
nant un isomorphisme 3(I7!): M = P/V - M’ = P/V’ tel que
a o R(I71) = g(I7Y)oa.

Soit y une S-connexion et ¥ la connexion linéaire (resp.
linéaire complexe) extension de y: ¢ est aussi I'extension
d’une S’-connexion y’ (invariance du champ de connexion par
translations a droite) et, si X et X' sont les torsions (sur. H
et H') de yety':

tX'(z.l) = R(I1)tX(z) (ze H)
d’ou

ts(z.1)= a'ét\._‘.’(z D)y=a" o R(IT)E (z) = (1) o atX(z) = p (I7)ts().
On a donc entre les deux tenseurs de structure la relation
(1) Dits = z(I7)ts.

En particulier, s1 S’ est une structure associée @ S, = n e N(G)
(resp. N¢(G)); G’ = G entraine M’ =M, &' = « et g(n7!) est
I’automorphisme de M défini par

(2) xeR(n) = F(n)oa
)

_p est une représentation de N(G) dans M dont la restriction
a

G < N(G) est 5.

B) Structures subordonnées. — Soit avec les mémes nota-
tions, S subordonnée a S’. Alors G < G’ entraine Nc N’ et
V = (N) e V' = H(N’) de sorte que

a) si A est surjective, A’ I’est aussi;

b) si A’ est injective, A I’est aussi: c’est-a-dire que, st pour
une G-structure la torsion détermine la connexion il en est de
méme pour les structures subordonnées.

Les inclusions Ve V'cP entrainent I’existence d’une
projection «,:P/V—>P/V' telle que ooa=20a et que
a,0p(g) =¢'(8) >’ (g € G). Soient i I'injection H—H' (H < H'),
vy une H-connexion de forme = et y’ son extension a H', de
forme ='. Alors w = i*0’ et = = i*r’ entrainent ¥ = *Y’ et
tY = *tY’, d’ol, puisque t3= aotd

aots=aoqott =a o "t = "o’ ot¥
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soit
(2) a .ty = i*tS'

ts étant déterminé par sa restriction i*ts & H', (2) définit ¢s.

Cependant, si S est la plus grande structure subordonnée
commune a S’ et 8" (H = H' n H"), N = N’ n N” mais, comme
en général L(N' n N”) £ L(N) n H(N'), les tenseurs de structure
de S’ et S” ne suffisent pas en général a déterminer celui de S

(cf. 8, E).

C) Calcul local. — Soient Uc X, s une section locale dis-
tinguée et Oy le corepére dual sur U. Le champ des plans
tangents & I'image de la section s et de leurs translatés a droite
par G détermine sur Hy une connexion; celle-ci peut étre étendue
en une connexion sur H de forme = Dans cette connexion
Y=dw+ 7.0
Z

s*Y = s*dw + s*n.s*0 = dby

puisque, par définition, s*r = 0; on a donc les composantes
1

(3) (s"2) = dy = = (Co)ib A B

ou les (Cy)k, antisymétriques en j, k, déterminent une appli-
2
cation Cy: U — P. D’autre part, de £ = (tX). A ® on déduit

1

(4) SE=("D).Abe  ou  (sSE) = (SN A0,

La comparaison de (3) et (4) donne enfin
sty = s*(aotd) = a.s*tX = a.Cy
d’ou
Prorosition 111, 7. — Oy étant un corepére distingué sur U,

Uexpression de ts dans le repére dual s’obtient ainsi:

(ts)v = «. CU

ou Cy: U— P est Uapplication définie par db}, = % (Cu)ind A 6.

CororraIre III) 7. — Une G-structure intégrable a un tenseur
de structure nul.
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La réciproque, fausse en général (cf. 8, B), est vraie dans de
nombreux cas (cf.8 C, D, F et ch. IV, § 3). Aussi poserons-nous

Dérinition III; 7. — Une G-structure est dite presque
intégrable st son tenseur de structure est nul.

8. — Applications. Exemples.

A) Soit X = G/H un espace homogéne réductif. Sa con-
nexion de Cartan (2°) détermine pour chacune des Hz-structures
S définies dans la proposition (II1, 1) une connexion a torsion
nulle : ces structures ont donc un tenseur de structure nul.

B) O(m)-structures réelles. (K = R) G est la sous-algébre
des matrices (A}) e L, telles que A} + Al = 0; N est donc le
sous-espace des t e % de coordonnées ¢, telles que & + #, = 0.
Comme d’autre part

dMG:M)"—“, dimN=’”_2(’£2:1—)=dimP

et, pour montrer que A est bijective, il suffit de montrer
que A71(0) = 0. Or, le systéeme d’équations définissant A~2(0) :

e+ the =0, thy—th =0

est cramérien (cf. calcul des symboles de Christoffel) et
A~1 (0O) = 0. Conséquences :

a) M = 0; toute O(m)-structure S admet une S-connexion
canonique a torsion nulle : la connexion riemannienne. De plus
(§ 6, B) pour tout groupe G'>0(m) on a encore M'=0:
ainsi pour G' =L, ..

b) Tout sous-groupe fermé G’ c O(m) étant compact, le sous-
espace Vg c P invariant par R(G’) admet un supplémentaire
W également invariant et le théoréeme (III, 6, 2) s’applique
aux G’-structures réelles S’: en particulier, il y a une S’-con-
nexion dont la torsion coincide avec le tenseur de structure
de S’; et comme A’ est comme A, injective cette connexion
est unique.

(%) A. Lichnerowicz (23] § 37.
16
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~ Prorosition 11,8, 1. — Pour toute G'-structure S'subordonnée

G une structure riemannienne, il existe une S’-connexion
canonique dont la torsion coincide avec le tenseur de struc-
ture. Pour que le tenseur de structure soit nul il faut et suffit
que cette connexion canonique coincide avec la connexion
riemannienne.

C) Soit S une structure presque produit réel (K = R) ou
complexe (K = C) G = KL(n,, n,). Utilisons les indices a«,
Byvy, o =1,2, .y npeta, f', ¥, ..=n+1, .., n+ n,
En notant {e § resp {f’g la base de K™ (resp. la base duale)
G est 'algebre des matrices sur K

A O
O B
et a pour base {ef = e, @ f*; ¢ = e, ® f¥'] ; d’0ut une base de N

§e¢®fr"®ff, ea®fP®fT, e ® ¥ ® f1, e¢~®f;"®f7';;
puis de V = A(N)

{ea®fFAfIB<Y), ea®fP AV, e ®fFAfY, €@ AfI(B <Y)}

V a donc le supplémentaire W, également invariant par G de
base

fea® fEAFT(B'<Y)s e ®fEAFI(B<Y)]

ts est donc le tenseur déterminé par les seules composantes By

t%, du tenseur de torsion de n’importe quelle S-connezion.

lSans une connexion dont la torsion se réduit a ¢ on a d’aprés
((13) § 6)

!

\dw“—-—np/\w"—Q- tﬁY (,)lﬁ'/\Y
Zdw“ =—“p L tBY wf \ Y
d’ou
v 1

dw?* Eitg-rmrr" A of (mod. wf)
.

dw® E% P A o7 (mod. o)

ce qui permet d’identifier notre tenseur de structure au «tenseur
de torsion de la structure presque produit » défini par
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G. Legrand [18] et les résultats du § 6 contiennent certains
de ses résultats.

D) Soit maintenant une structure presque complexe Y (nota-
tions: § 1) (m = 2n)CL? n’est pas un sous-groupe de Lie
complexe de CL,, et notre théorie ne s’applique pas a la CL:-
structure complexe S qui détermine J. On voit facilement que
CL; + iCL; = CL (n, n) et comme CL (n, n) est connexe, la
plus petite structure de premiére espéce a laquelle S soit
subordonnée est la structure presque produit complexe
qu’elle détermine. Or, dans E*(X), (1) devient

\ dw*= % tg.Y.wf" A 0¥ (mod. w?)
@) T .

dw‘“ = tyw? A o (mod. wF°)
relation qui caractérise la « torsion presque complexe ». Celle-ci
s’identifie donc au tenseur de structure de la =-structure
définie par J.

Il est cependant évident que la seule condition T§y. = tfeys,
Ty = t§ ne suffit pas & caractériser les tenseurs T a valeurs
dans P qui sont les torsions d’une connexion presque complexe.
Mais nous allons voir que, dans ce cas trés particulier, les condi-
tions supplémentaires mentionnées au § 6, C) s’expriment
simplement. -

Soient les indices i, j, k =1, 2, ..., 2n et les composantes
7} (dans la base canonique de CL,) d’une S’-connexion =:
d’aprés la définition de CL, nf. = =f" = 0 et nf: = n§. Comme
d’autre part, ®*° = w?% on a pour la torsion

Y = dw®* + = A wt et 2% = dw*" + LN 0P = Yo,
Une premiére condition pour qu'une 2-forme vectorielle sur
E?(X) de composantes X! soit la torsion d’une S-connexion
est donc: X*" = X* Les formes qui y satisfont sont déter-

minées biunivoquement par les 2-forme & sur E¥(X) & valeurs
dans C" de type vectoriel (CL: opérant sur C* par le groupe

isomorphe CL,) dont les composantes sont 3* = Y. t¥ est

a valeurs dans P, = C"® A (C®"* (coordonnées t}) et de type
R,(CLY).
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D’autre part, si I’on compare les torsions de deux connexions,
il vient ¥'*—X* = u% A w* ot les 1-forme ujsont les composantes
de u=1n"—m= dans la base de CL,,. Les seules formes ug
déterminent u puisque uf. = uf =0, uf = uf: elles constituent
aussi les composantes d’une 1-forme @ a4 valeurs dans CL, et
de type adjoint qui, elle, admet un tenseur associé A sur H
a valeurs dans N, =CL,®@C*™ =C"® C*®(C* et de type
Q(CL3). Et Ton a u=2Aw soit uf = lg,{wY -+ )\ET.wT'.
Si To, =C"®C*™ ® C*™, N, s’identifie au sous-espace vectoriel
complexe de To,, Af.;. =0. On a encore une projection —.b,,
To, > P (th >t —1t) et la relation de commutation
QL 0Q,(g) = R(g) o b,. Alors

(3) B —I%= (Aol 4 Mpw?) A of

= 5 (A — Ay)of A T —Agpwf A,

qui s*écrit encore B — 1= A,oA(A, restriction de b, a N,).
On voit donc que la théorie se développe comme au § 6, réci-
proque comprise. De plus V, = A(N,) est le sous-espace de
P, d’équation tf... =0 qui admet le supplémentaire invariant
W d’équations t§, = t§,. = 0. Ainsi se trouve établie:

Prorosition III, 8, 2. — Le tenseur de «torsion presque
complexe » t d’une structure presque complexe nr’est autre que
le tenseur de structure de la w-structure qu’elle détermine. Pour
qu'une 2-forme vectorielle X sur Uespace EbX) des repéres
complexes adaptés soit la torsion d’une connexion presque compleze,
il faut et- suffit qu'elle satisfasse aux deux conditions:

10 (tE)E.Y. == E&Y.’
20 Xt = e,

On aurait pu, en utilisant I’espace des repéeres réels E*(X)
obtenir cette proposition par simple application du théoréme
(II1, 6, 2) : 1l nous a semblé plus intéressant de mettre en évi-
dence d’une part, les particularités d’une structure presque
complexe parmi les G-structures complexes, d’autre part
le genre de difficultés que I’on rencontre pour les G-structures
complexes de seconde espéce. ‘

E) Pour une structure presque hermitienne définie par son
espace de repéres complexes adaptés €*(X) < E*(X) (notations
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du § 3) on est dans une situation analogue. En conservant
les notations de l'alinéa précédent, les composantes de &

sont astreintes a la condition supplémentaire ujf + ui =0,

et celles de A & A%y + A =0 (7\37. + &, = 0). On a donc
d’apres (3):

X — 2 (la'f'

ﬁ;.)m(’ N ¥ — lgrvw? A oY

sans entrer dans les détails, on voit que le sous-espace inva-

S
riant V, de P, dans lequel tYX' — tX prend ses valeurs a pour
équations

thye =0, & =t

qui admet le supplémentaire également invariant W d’équa-
tion t. = 0. Alors, pour toute connexion sur ¢(X), la
torsion

(4) X*= 1 a‘g,l,wr" N oV + agY.wF’ A ol + % ag.\;.m-"' N wi*

2
admet la décomposition
(5) 2 = (2w + (L%,
ou
(6) (:z)w —_ %(agv — aY,. + a ) N of 4+ ar.,,.(.of‘ N o
(S9)y, = ; ( aﬂ Jof A of + af,‘.r.m-3 N @Y,

Comme de plus, en passant aux repeéres réels de &(X),
on peut appliquer la propositien (III, 8, 1), on voit que 'on
a retrouvé l'existence de la deuxiéme connexion canomque
d’une structure presque hermitienne — unique connexion
presque hermitienne dont le tenseur de torsion ne comprenne
que des termes de type (2, 0) et (0, 2) — et ’on peut énoncer
plus précisément :

Prorosition III, 8 3 (®). — Le tenseur de structure d’une
structure presque hermitienne s’identifie au tenseur de torsion
de la deuxiéme connexion canonique. Pour qu’'une 2-forme

(%1) Ci. A. Lichnerowicz [22] § 112, 114 et S. S. Chern [10] et W. Klingenberg [28].
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vectorielle (4) soit la torsion d’une connexion presque hermitienne,
il faut et suffit que dans la décomposition (5), le terme (6) coin-
cide avec la torsion de la deuziéme connexion canonique de la
structure, Une variété presque hermitienne presque intégrable est
Kiihlerienne.

On sait en effet que cette derniére propriété equlvaut ala
coincidence de la deuxiéme connexion canonique et de la
connexion riemannienne.

F) Soit G le groupe indiqué par S.S. Chern dans [9] des

matrices réelles

0 01

dim X = 3; soient les indices i, j, k =1, 2, 3. G est la sous-
algébre de L, d’équations A' Al = 0 et N=G®R’ le

sous-espace de 0 & équations ti, = ti, = 0.V = A(N) est le
sous-espace de P d’équations si; = 0; le sous-espace supplé-
mentaire W, d’équations si, = si;, = 0 n’est pas invariant par
R(G). Pour ge G et se W,, il vient

(R(g)s)s = glsin(g™} (g71)s
= gisy(87); (871); —&lse(g™); (871); = glsis

c’est-a-dire que, si I'on identifie W, & R® en posant A' = si,,
la représentation quotient ¢ dans W, n’est autre que la repré-
sentation de G comme groupe linéaire de R®: le tenseur de
structure est donc un champ de vecteurs.

u (4 w
@) g=<0 10) (>0



CHAPITRE 1V

AUTOMORPHISMES D’UNE G-STRUCTURE

1. — Automorphismes locaux.

A) Image et image réciproque d’une G-structure. — Soient
X et X’ des variétés différentiables de méme dimension m,
E et E’ (resp. E¢ et E'®) leurs espaces de repéres réels (resp.
complexes). Si wu est une application réguliére (partout de
rang m) de X dans X', son application linéaire tangente au
point z, p,, est un isomorphisme de T, sur T, (resp. T sur T§.).
Pour ze E, (resp. ES),

(1) #(z) = w2

est donc un isomorphisme de R™ sur T,, (resp. C" sur T§:) et
G(z) € Ep. (resp. E). Ainsi (. est une application de E dans
E’ (resp. E€ dans E’¢), et 'on voit immédiatement d’aprés (1) :

(2) d(z.g) = @(z).g,  geL, (resp. CL,)
(3) Peofh = popg

c’est-a-dire que (. est une L,-représentation de E dans E’
(resp. CL,-représentation de E€ dans E'¢) (ch. I, § 3): & est
le prolongement de p. a E (resp. E€).

Soit 6" (resp. 0) la forme fondamentale de E’ (resp. E):
(@M, 6.y = (0, &G, ); #G. étant tangent 4 E’ au point &(z)
il vient d’apres (1) et (3)

(§*0', G, ) = [@(2)] 7 e pe(3T.)
= [3‘,02]_1 ol-,_]:an(b-:) == Z_IPE(G:) = <0, f;:\) SOit
(4) 38 = 8.
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de E
de X

Réciproquement (4) caractérise les représentations
dans E’ qui sont le prolongement d’une application
dans X'.

Soit une G-structure S(G, H) sur X. L’image &(H) n’est
pas en général un s.ef.p. parce que, si u(z,) = wu(z,),
&H,, n 3@H, = @ en général. Il en est toutefois ainsi d’aprés la
proposition (I, 5, 2) s1 » est un homéomorphisme de X sur
X'. En effet:

1) @(H,) = &(z.G) = 4(2).G si zeH,, z=pzeX;

2) Si 5 est une section locale de H sur V, ¢’ = gogou~
est une section locale de @&(H) sur w(V), différentiable car
et u~? le sont dans nos hypothéses.

g.(H) détermine alors une G-structure S’ sur X' qui est
Pimage de S par ’homéomorphisme .. On notera S’ = wu.S.

v étant toujours réguliére, mais pas nécessairement un
homéomorphisme, soit maintenant donnée une G-structure
S'(G, H’) sur X'. L’ensemble H = U H, ou

r€X

ot
78
h

(%) H.= (@) H\p (zeX)

(3., désigne la restriction a H, de &) est une G-s.e.f.p. diffé-
rentiable d’aprés la proposition (I, 5, 2) car

1) H, = 2,.G si z, € H, d’aprés (2);

2) Si ¢’ est une section différentiable de H’ au-dessus de
U, o = (f;) tos’ou est une section locale différentiable de E
a valeurs dans H (il suffit de remarquer que . est localement
un homéomorphisme). H est llmage remproque de H' par u,
et il détermine une G-structure S image réciproque de S’ par u..
On notera S = u*S’ et H = u*H’, H s’identifie d’ailleurs a
I'image réciproque de H' au sens de la théorie des espaces
fibrés. Ainsi, en particulier, tout revétement d’un espace X
muni d’une G-structure est muni canoniquement d’une G-
structure image réciproque. Si Gy est la restriction de & a H,
Gy est une représentation de H = u*H’ sur H' et de (4) 'on
déduit :

(5) o’ = o.

De (5) découle enfin que, sur si S’ est déterminée par
{Vg, 0.4 ou {V,} est un recouvrement ouvert de X muni des
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corepéres distingués 0,, S = u*S’ est la G-structure sur X
déterminée par {u7Y(V,), w*8,}.

Lorsque u est un homéomorphisme, les relations 8’ = .S
et S= u*S’ sont équivalentes et la remarque précédente
permet de déterminer S'.

B) Soient X et X’ munis de G-structures S et S’: un iso-
morphisme de S sur S’ est un homéomorphisme différentiable
régulier w. de X sur X’ tel que uS = §'.

Un automorphisme de S est un isomorphisme de S sur elle-
meéme.

Si U est un ouvert de X, Hy est un G-s.e.f.p. de Ey et définit
la G-structure Sy indutte par S sur U (Sy = *S, si ¢ est 'appli-
cation identique U — X). Un isomorphisme local de S sur S,
de source U et de but V (U ouvert de X, V ouvert de X’)
est un isomorphisme de Sy sur Sy. Deux G-structures S et S’
sont localement isomorphes si, pour tout couple ze X, z’' e X',
il existe un isomorphisme local de S sur S’ dont la source
contient z et le but z’.

On définit de méme un automorphisme local de S. L’ensemble
[(S) des automorphismes locaux de S constitue un pseudo-
groupe de transformations de X (*).

Rappelons enfin (*) que S est dite localement homogéne si
['(S) opére transitivement sur X, isotrope si le prolongement

[' de I'(S) opére transitivement sur chaque fibre H, de H.

Elle est donc localement homogéne et isotrope si [' opére
transitivement sur tout H: nous dirons par abus de langage
que S est transitive.

Un pseudogroupe de Lie transitif du premier ordre peut étre
défini (*) comme le pseudogroupe ['(S) des automorphismes
locaux d’une G-structure réelle transitive — ou, plus restric-
tivement (**) comme le pseudogroupe ['c['(S) des automor-
phismes locaux analytiques d’une G-structure réelle S elle-méme
analytique. Nous adopterons plutét la premiére définition,
étant entendu que certaines réciproques ne sont acquises
que lorsque les données sont analytiques.

(32) Pour la définition d'un pseudogroupe de transformations, voir C. Ehresmann
ou S. S. Chern [9].

(%) P. Libermann [19].

() Y. Matsushima [24].

(#) C. Ehreshmann [14] et P. Libermann [19].
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C) G-structures transitives.

Prorosition IV, 1, 1: Une G-structure complexe transitive
est équivalente au réel.

Soit f le prolongement d’un homéomorphisme local diffé-
rentiable et régulier f de X. Si z =3z,.l, 2, e E l e CL,, alors
f(z) =f(z,).l ouf(z) € E: c’est-a-dire que, si ze E.l, f(z) e E. L.
Soient S transitive, z,€ H fixé et ze H arbitraire: 1l existe
feT(S) tel que f(z) =z donc si z,eE.l, zeE.l et HcE.L
Ceci équivaut a H.I"! c E et établit la proposition.

Or, soient S’ équivalente a S (H' = H.l) et wel'(S);
&(Hy) = Hy et Hy = Hy.! entrainent

&(Hy) = §(Hy).l = Hy.l = Hy

c’est-a-dire u e ['(S’). Donc

Prorosition IV, 1, 2. — Deux structures équivalentes admet-
tent les mémes automorphismes, elles sont en particulier, simul-
tanément transitives.

On pourra dire qu’une C-structure ¢ est transitive si une
G-structure SeJ (G eC) est transitive, cette propriété étant
indépendante du représentant S choisi.

Il découle de la proposition (IV, 1, 1) que les automor-
phismes d’une G-structure complexe transitive sont ceux
d’une G-structure réelle. De ce point de vue l'introduction
des G-structures complexes n’apporte rien de nouveau et,
dans la suite, une G-structure transitive pourra toujours étre
supposée réelle.

La proposition (IV, 1, 2) admet les réciproques partielles
suivantes :

Tatortme IV, 1 (*). — Sotent une G-structure S et une G'-
structure S’ admettant les mémes automorphismes locaux: a)
st S est transitive, elle est subordonnée & S’ au sens large et par
conséquent G est conjugué d'un sous-groupe de G'; b) si de plus
S’ est aussi transitive, alors S’ et S sont équivalentes; ¢) si G' = G,
S’ est associée a S.

En effet: a) Soient z, z, € H (espace des repéres distingués
de S); il existe 7 € ['(S) tel que §(z) =z, et leCL, tel que

() D. Bernard [4).
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2 =z.leH. Comme sel(S), () =3%().l=2z.leH:
Ainsi, quel que soit z, € H, z,.l € H', c’est-a-dire

(6) H'-H.I

S est subordonnée a S’ au sens large et ceci implique
G'>11.G.L

b) S1 S’ est aussi transitive on déduit de a) Ho H'.l!
qui rapproché de (6) fournit H' = H.l et G' =1"1.G.L

¢) Si G’ =G sans supposer S’ transitive, (6) implique
Gol71.G.l d’ou l e N(G) et S est associée a H.

Ce théoréme montre en particulier que, si [' est un pseudo-
groupe de Lie du premier ordre, toutes les G-structures a ’aide
desquelles il peut é&tre défini sont équivalentes, ou encore, les
pseudogroupes de Lie du premier ordre correspondent biuni-
voquement auzx C-structures transitives.

2. — Propriétés relatives au tenseur de structure.

A) Soient S(G, H) une G-structure sur X, . une application
réguliere de X’ dans X et S’ = §'(G, H') I'image réciproque
de S par p. Notons encore . la restriction de & a H’: c’est
une G-représentation de H’ dans H et si ® est une forme de
connexion sur H, 0*z = =’ est (ch. II, § 4) une forme de
connexion sur H’. Soient w et ' les formes fondamentales
de H et H’; avec des notations qui sont claires

Y=dw+ w.0
X' = do’ + 7o’ = d(3%) + (37). (3%)

d’apres ((4); § 1) soit

(1) X =Y.

En passant aux tenseurs associés (1) devient

. ). A o = 3*((12). A o)
soit

(2. A o = (@GE). A g0 = (3*5). A o’

ce qui équivaut a

(2) Y = aMY.
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Enfin, « étant (ch. III, § 6) la projection de P sur M,
ty = a.tY = a. @'Y = @M («a.tl) = 0",

Prorosition IV, 2, 1. — Si S’ est I'tmage réciproque de S
par u., son tenseur de structure ts, est I'image réciproque de ts
par G&:

(3) bues = [Lts.

Si l'on applique cette proposition aux automorphismes
locaux d’une G-structure S, on voit que si S est isotrope en
z,, ts est constant sur H,; st S est transitive, ts est constant
sur H. A

Derinttion IV, 2, 1. — Une G-structure S est dite presque
transitive, st elle a un tenseur de structure constant (*').

B) G-structures presque transitives. Conditions de Cartan. —
S étant presque transitive la valeur constante t de ts n’est
pas quelconque dans M: en particulier, ¢5 étant un tenseur
de type ¢(G), t doit étre invariant par p(G).

Exemple. — Soit S une =w-structure avec les notations de

(ch. III, § 7,C) on a
()00 = gitir (8 5(g ™% g<G.

Si 'on prend g tel que g& = A%, g4 =2%, il vient
(¢(g)t)it; =Atgly;. La condition p(g)t =t exige donc Aty = t3.,,
quel que soit A d’ou t = 0: une =w-structure presque transitive
est nécessatrement presque intégrable (d’ow intégrable). Ce résultat
s’applique en particulier aux structures presque complexes
(cf. [9]).

Cette derniére condition n’est pas encore suffisante: des
conditions nécessaires — et dans certains cas suffisantes —
pour que t e M soit la valeur du tenseur de structure d’une G-
structure presque transitive ont été déterminées par E.
Cartan ([6] et [7]). Nous allons les rappeler briévement puis
les interpréter.

Soit W, un supplémentaire de V: les ¢}, composantes dans
la base de P de la projection naturelle ¢ = ¢ (¢5) de ts sur W,
(ch. ITI, § 6, D) sont ici constantes. Nous avons vu qu’il existe

(27) Ces structures sont appelées intégrables par S.S. Chern [9] ou Y. Matsushima
[24], ainsi que par I'auteur dans [2] et [5].
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,

des formes ='¢ sur H satisfaisant aux équations de structure

((15) ch. III, § 6) soit
(4) do' = ajo/ A n'f 4 —% e’ A\ o*.

Les formes ='f constituent avec les ®' une base |de 0; en
tout point ze H; on a donc:

(5) dw’é——;—y TEATT 4+ ufmt A\ o 4 - v'w/\mf

ou Yi. = — vi,, uf;, ¢ = — ¢% sont des fonctions sur H. Par
différentiation extérieure de (4), d (dw') = 0 donne

(6) a_,-af — ajea}. = Y,-a.,c .

(Cl) ajcoim + al'cmj + a{nccjl = a'mauFl alchm

(Cz) cpkclm + Cplcmk + Cmekz = a}rpvlm -+ alp"mk + ampvkl

La relation (6) n’étant autre que (e, €;] = Y:€,, ces premiéres
équations sont toujours compatibles, les ~(§1 etant les constantes
de structure du groupe de Lie G dans la base {e{.

DerintTioN IV, 2, 2. — Nous dirons que t e M satisfait auz
conditions de Cartan relativement au groupe G, si, pour une
base e, = (aj.) de G les relations (C,) et (C,) sont compatibles,
les ci, étant les composantes de ¢ = q(t).

Il est évident que la compatibilité de (C,) et (C,) ne dépend
pas de la base {e.}.

Une condition nécessaire pour que ¢ soit le tenseur de struc-
ture d’une structure presque transitive, nous ’avons vu, est
s(G)t =1t d’ou, si AeG, 5(A)t = 0; soit, comme ¢t = «.c

(7 gA)a.c=0 reG.

Comme 20 R(g) = p(g)°a(g «'G) on a aussi acR(A) =3(A)oa
et (7) équivaut a aR(A)c = 0 c’est-a-dire R(A)c e V. Comme
V = A(N) cette condition s’exprime ainsi: il existe £e N
tel que

(8) R(M)e = A(E).

Or, (R(A)c)in = M. Cln — M — M, = Nich, + Nem; + Mach
et (8) s’écrit:

(9) ’\,c{m + Acm_, + A cjl - a:nEE;‘ - a;..’-"’;'l
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de sorte que les équations (C,) ne sont autres que cette condi-
tion (9) appliquée & tous les éléments ¢, de la base de G:
(Cy) exprlme donc que 3(A)t =0 pour tout A e G. Cette inter-
prétation n’est pas essentiellement différente de celle donnée
par E. Cartan dans [6], § 36 mais elle s’exprime plus simple-
ment grice a la notion de tenseur de structure.

Soit maintenant Q la courbure d’une S-connexion. C’est
une 2-forme tensorielle & valeur dans G, et si R =1Q est son

2
tenseur associé a valeur dans G® A R}, on a

Q=R./2\m.

Les composantes Q¢ de Q dans {e*} sont donc

0F = 7 Riyw' A o”

(Rf, composantes de R) et ’on en déduit, puisque Q =€, ®QF,
les composantes de  dans la base canonique de L,

(10) Qi = aj,Qf = % aj. Rfw' A o™

Soit toujours S une G-structure transitive, plagons-nous
dans le cas ou W, est invariant par R(G) de sorte qu’il existe
(th. III, 6, 2) une S-connexion ¥ telle que ty =ts (= cons-
tante). Dans cette connexion cherchons la forme explicite
de l'identité de Bianchi :

(11) VE=Q.0.

Les deux membres de (11) sont des 3-formes tensorielles
dont il s’agit de calculer les tenseurs associés.
Pour le second membre il vient

Qo) =QAw*= % ai Ripw' A o™ A w*
= % (a’jtpR;cm + aprink + a,‘,,FR,f,) w* A 5% A o™
soit

(12) (t(Q-w))lidm = alitlchm + af;.Rank + airspRil-

Pour le premier membre, tVX est donné par la proposition
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(I1I), 5). Toutefois, la formule (21) se simplifie puisque,
tX étant constant, DX = tViX = 0. Les composantes de tX = ¢s

étant toujours notées cj,, on a aussi cj, = — 25}, et la
formule (21) donne
(13) (tvz)‘itlm = cjikc'l’m + cjilcr’nk + C}m(},{[

de sorte que I'identité de Bianchi (11) s’écrit
Cj’kc{m + Cji'lcrlnk + cj’:'mcl]cl = alirpRle + a‘;prnk + a;.npRI'tl

ce qui montre que les équations (C,) sont nécessairement
compatibles en V{, et admettent la solution V§, = Rf.
Nous énoncerons.

Prorosition 1V, 2, 2. — La condition de Cartan (C,) exprime
Uinvariance de t par %(G) et peut s’écrire p(e,).t =0. La
- condition (C,), dans les hypothéses du théoréme (III 6, 2), est
la simple traduction en termes de tenseurs associés de lzdentité

de Bianchi.

3. — G-Structures analytiques involutives ().

A) Soient S(G, H) une G-structure analytique presque tran-
sitive et w un automorphisme local de S, de source U et de
but V, U étant restreint de fagon a étre muni de sections
locales. . désignant le prolongement de u & H, wy et wy les
restrictions de w & Hy et Hy, on a d’aprés ((5), §1) f*wy = wy.
Soit o une section U — Hy et f I'application U — Hy X Hy
z — (o(z), #(s(x))). Alors

fH(wy — wy) = %oy — "oy = o*(wy — fFFoy) =0
f définit donc une variété intégrale du systéme de Pfaff
(1) wy=wy ou o=t (=1, 2, ..., m),

variété intégrale & m dimensions « n'introduisant aucune rela-
tion entre les wy» (ou «a variables indépendantes z‘» coor-
données locales de z).

Inversement une telle variété intégrale s’identifie a4 une

(%) Nous ne rappellerons pas la théorie des systémes différentiels en involution
renvoyant le lecteur a [6], [8] et [9].
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application f: U — Hy X Hy, z— (s(2), g(z)) telle que
[*(wy — wy) = 0; celle-ci définit elle-méme une application
p: U—>V, u=pog dont on vérifie facilement que c’est un
automorphisme local de S.

Le systéeme (1) se ferme en ajoutant les équations

dop = doy
soit, d’aprés (15) (ch. I1I, § 6) et I’hypothése de presque tran-
sitivité

) 1 o 1.,
ajewl A 8 + S-chol A ol = ajpol A ¥ + 5 ot A ot

2
équations qui, compte tenu de (1) s’écrivent
(2) a}s,w{J A (Ttly? =5) = 0.

Les critéres d’involution montrent que l'involution du
systeme fermé (1), (2) par rapport aux variables indépendantes
z', ... 2" ne dépend que des coefficients ai, — et méme qu’elle
ne dépend que de G et non du choix particulier de la base
¢, = (aj): lorsque ces conditions sont réalisées, G est dit
involutif. Une G-structure S est involutive si G est involutif.

On peut alors donner du 3¢ théoréme fondamental de
E. Cartan I’énoncé suivant:

Prorosition IV, 3, 1 (E. Cartan). — Si G est involutif, les
conditions de Cartan sont suffisantes pour qu'il existe une
G-structure analytique presque transitive de tenseur de structure t.

On peut d’ailleurs voir sur les critéres que, si G est involutif,
ses conjugués dans L, le sont aussi de sorte que I'on peut
parler de C-structures involutives — ou de pseudogroupes de
Lie involutifs.

B) Lemme 1V, 3. — G étant involutif, si S et S’ sont deux
G-structures analytiques presque intégrables telles que ts = s,
il existe un tsomorphisme local de S sur S’ appliquant un repére
distingué arbitratre z de S sur un repére distingué arbitraire
z' de S'. En particulier, ces structures sont localement isomorphes.

En effet, en gardant les notations de A, la détermination
d’un tel isomorphisme local w, revient & celle d’une variété
intégrale «de dimension m & variables indépendantes z'»
du systeme fermé (1), (2) passant par le couple (z, z'). Ce
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systéme étant en involution par rapport aux z, comme il
n’a pas d’équations finies, tout couple (z, z’) e Hy X Hy est
un point intégral — et comme le systéme des formes wj — wj
est partout de rang m, c’est un point intégral régulier : et ceci

suffit a affirmer I'existenee de notre variété intégrale. On en
déduit :

TréorimE IV, 3 (*). — Si G est involutif, une G-structure
analytique S presque transitive est transitive, presque intégrable
est intégrable.

La premiére affirmation est une conséquence immédiate
du lemme. Soit d’autre part S presque intégrable. Sur R™
la G-structure S’ définie par le s.e.f.p. H' = {R,.G{, yeR"
ou R, est le repére naturel en y des coordonnées canoniques
Y, est intégrable et analytique. Comme ts = ¢t = 0, le lemme
montre que, pour tout z € X, il existe un isomorphisme local
f: Ue X - VcR" ot zeU. Alors, le corepére dy = {dy‘}
étant distingué pour S’, le corepére O = f*dy est distingué
pour S. Ses composantes sont 0' = f*dy' = d(f*y') = d7'.
f étant un homéomorphisme différentiable régulier, les fonc-
tions z' = f*y' sont des coordonnées locales sur U: 0 est donc
un corepére naturel de coordonnées locales distingué pour
S, qui est donc intégrable.

Tous les cas d’intégrabilité de G-structures analytiques
presque intégrables rencontrées jusqu’ici rentrent dans I’appli-
cation de ce théoréme, leur groupe étant involutif : structures
presque produit, presque complexes, exemple F) ch. III, § 8,
structures presque symplectiques (*°).

C) Pseudogroupes de Lie localement semblables (*'). — Soit
L le sous-espace des te M qui satisfont aux conditions de
Cartan pour un certain groupe Gec L,. S1 S est presque tran-
sitive, d’apreés la formule ((1) ch. III, §7) ilen est de méme des
structures équivalentes: c’est une propriété de la C-structure
J. En particulier, toutes les G-structures S’ associées a S sont
presque transitives et leurs tenseurs de structure ts- € L appar-
tiennent & une méme classe d’intransitivité de M pour le
groupe G* = g(N(G)) (ch. III, § 7, A).

(%*) D. Bernard [2] et [3].

() G = Sp (m, R). Cf. P. Libermann [19].
() Résultats de [2] a la présentation prés.

17
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- Réciproquement soient, S(G, H) et S'(G, H’) des structures
presque transitives sur X et X' telles que ¢y =1¢3 modulo G*.
Soit ne N(G) tel que tsy = p(n71)ts; S”(G, H”) étant définie
par H" = H.n on a ty = p(n7')ts = s, et, si 'on suppose G
involutif S” est, d’apres le lemme (IV, 3), localement i1somorphe
a S'. On peut donc dire que la condition ¢ =ts modulo G*
est nécessaire et suffisante pour que S soit équivalente 4 une
structure localement isomorphe a S’: toutefois le résultat
est plus clair si on l'exprime & l'aide des pseudogroupes
['(8") et ['(S) = I['(S").

Soient en effet, f: U — V un isomorphisme local de S” sur
S'. Ty (resp. I'y) la restriction a U de I'(S) (resp. & V de ['(8")).
Si gel'y, sa transmuée § = fogof~* étant un produit d’iso-
morphisme locaux de G-structures (8’ - S” — 5" — §') est un
automorphisme localde 8’ : ¢ e I'y. On en déduit 'y = fo ['yo f~.
Nous dirons, par analogie avec les groupes de transformations
que ['y et ['y sont semblables et que :

DerinNiTioN IV, 3. — Deux pseudogroupes de transformations,
[' sur X, I'" sur X’ sont localement semblables st pour tout couple
ze X, ' € X" il existe un voisinage U de z et un voisinage V
de ' tels que les restrictions ['y et [y sotent semblables.

S” et S’ étant localement isomorphes, on voit que ['(S) et
['(S’) sont localement semblables. ts =ts;, modulo G* entraine
donc: « I['(S) localement semblable & ['(S’) ».

Réciproquement soient S et S’ deux G-structures presque
transitives telles que ['(S) et ['(S’) soient localement semblables.
f: U— V réalisant la similitude de ['y et ['y, la G-structure
sur U, f*S’y admet les mémes automorphismes locaux que Sy:
elle lui est donc associée (th. IV, 1). On en déduit ¢ = ts
modulo G*. Sil’on appelle ¢5 (ou les composantes ¢, de ¢ = ¢(ts))
un «systéme de constantes de structure de ['(S)”» (E. Cartan).
Puis la classe d’intransitivité de ts modulo G* la « famille des
systémes de constantes de structure de ['(S)” » (Matsushima [24])
ou plus simplement la famille caractéristique de ['(S) on peut
énoncer

Tutoreme 1V, 3. — Pour que deuz pseudogroupes de Lie
du premier ordre transitifs et involutifs sotent localement sem-
blables, il faut et suffit qu’ils aient méme famille caractéristique.
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De ce théoréme, du théoreme (IV, 1) et de la proposition
(IV, 3, 1) on déduit:

CoroLLAIRE. — Les pseudogroupes de Lie du premier ordre,
transitifs et involutifs, correspondent biunivoquement auz couples
d’'une classe de groupes linéaires involutifs conjugués et, un
représentant G étant choist dans chaque classe, d’une classe
d’intransitivité de L par G*:

Ezxemple. — m = 3 et G groupe indiqué a l'alinéa F,
ch. III, § 8. Nous avons vu que I'on peut choisir le supplé-
mentaire W de V de fagon que ¢ = ¢(t5) ait pour compo-
santes A = ¢ (1 =1, 2, 3) et ¢}, = ¢, = 0. C’est-a-dire que
les équations de structure sont

do' = 1 A o' + Ao’ A o’.

Les conditions de Cartan sont A' = 0. L est donc un sous-
espace de dimension 2 de W de coordonnées A*, A*. N(G) est
le groupe des matrices

n=<8 g’ :::'> (det.n 0)
B

et p(n) opére sur L par

s~ e £\ + ") \ + A2 + Yuxa
3 A ,1 <)\ = BI ” ”’ )\ (I ” n |’
@ 00> (=g X =)

Les formules (3) définissent le groupe G*. Il n’a que 2 classes
d’intransitivité de représentants ¢, = (0, 0) et ¢, = (1, O).
A ¢, correspondent les pseudogroupes de Lie localement

semblables au pseudogroupe opérant dans R® d’équations
finies

X=f(=), Y=gty Z=~h()+z

(f, g h fonctions analytiques arbitraires).
A ¢, correspondent les pseudogroupes localement sembla-

bles au pseudogroupe défini dans le demi espace y >0 de R?,
d’équations finies

X = f(x), Y = g(z).y, Z = g(z).z + h(z).
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4. — Automorphismes infinitésimaux.

A) Dérwées de Lie. — Soit v un champ de vecteurs, ou
transformation infinitésimale (¢.i.) sur X. Le groupe local
a un parameétre de transformations qu’il détermine sera noté
exp. (tv) () et la dérivation de Lie par rapport a v, ().

® (resp. 7) étant une forme sur X & valeurs dans (M, P)
(resp. M) (ch. II, § 2), comme £(v,) est une dérivation de degré
zéro sur les formes scalaires, on voit immédiatement

1) ) (@-5) = (4(n) ©).7 + . (4(n)

De méme qu’une transformation u de X a un prolongement
G a E(X) (cf. §1), de méme, une t.t. v sur X a un prolongement
fi & E(X); 1l peut é&tre défini par

—
exp. (th) = (exp (tn))
et satisfait par conséquent a

(2) poexp (tf)) = exp (in)op
d’ou
(3) £(#) o p* = p*oi(m).

Si ¢ est une forme tensorielle sur E(X), la forme (%) ® est
appelé «dérivée de Lie de ¢ par rapport a7 » et souvent notée
4()®: nous éviterons d’employer cette notation. Soit Oy
un corepére sur U c X : c’est une 1-forme sur U a valeurs dans
R™.:(7) 0y est donc aussi une 1-forme a valeurs dans R™ de
sorte que, si zy est le repére dual de 0y, (4(n) 0u),°zy(z) est un
~ endomorphisme ay(z) de R™ et

(£(n) 00). = av(z).75'(2)
c’est-a-dire qu’il existe une fonction ay, U - L,, telle que
(4) €(n)0y = ay.by.
Réciproquement, la fonction locale ay détermine le trans-

formé du corepére Oy par une transformation finie du groupe
a un parametre engendré par v):

(5) (exp (t0)*0u). = (expf av(z d't) (8v).

(3?) Dans tout ce paragraphe, les notations qui ne sont pas totalement explicitées
ici, se trouvent définies dans A. Lichnerowicz [23].
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ou z(7) = exp(7n).z et ou, au second membre, exp désigne
la représentation exponentielle L, — L,.

Soit gy la fonction sur Ey & valeurs dans L, c L, définie
par la carte locale associée a zy: z = zy(pz).gu(z) pour ze Ey.
Si gyl, est la fonction z—>(gU(z)'1), on a donc dans Eg
la représentation suivante de la forme fondamentale § de

E(X):
(6) = gu™.p™y

or de 1*60 = 0((4)§ 1) découle X(3)0 = 0 et,
en appliquant (1) (3) et (4), la dérivation de Lie de (6) donne

(1)) = [{(f)gs" + gu'(p"av)|p*0u

d’ou

(7) (f)ge' = — gv'.(p*a)
et

(8) 1(#)8. = (p*av).- gu-

Soit alors ¢ une forme tensorielle sur E(X) & valeurs dans
un espace vectoriel M et de type R(L,). On a dans Ey une
représentation locale de ® analogue a (6):

9) b = R(gg").p*Py ou by = 7d.

Par un calcul simple on déduit de (7)

(10) {(#)(gv") = — R(g")-R(p*av)
puis de (9)

(11) IR0 = ‘R ).p [T — R(av). Dy)
soit

(12) ({4RD)o = 4(n)y — R (av). By,

Enfin, si w est une forme de connexion sur E, on a localement
dans Ey

(13) n = (adj gv').p*rv + guv'-dgu

d’ou 'on déduit par un calcul faisant intervenir seulement les
formules déja établies

(14) 4()% = (adj g5").p[e(n)my + [vu, av] + dag]
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ou my = zym; cecl met en évidence le caractere tensoriel de
d(f)w et peut s’écrire

(15) ((@)m)y = L(r)mu + [rv, av] + dav.

B) Automorphismes infinitésimaux (a. t) d’'une G-structure S.
Une t.t. de X est un a.t. de S si exp (tn) est un automorphisme
de S pour tout ¢ pour lequel 1l est défini. Si wy est un corepére
distingué de S sur U, la fonction ay & valeurs dans L, définie
par (4) telle que 1(r)wy = aywy prend ses valeurs dans G.
Réciproquement d’aprés (5), si ay est a valeurs dans G,
exp (tr,)*wy est un corepeére distingué de S et 7 est un a.i.

Parmi les G-structures, nous avons considéré (ch. III, § 2)
les « G-structures définies par un tenseur». En reprenant les
mémes notations, nous allons établir:

ProrosiTion 1V, 4, 1. — St S est une G-structure définie
par un tenseur t sur E(X), pour que v soit une a.i. de S il faut
et suffit que L(7)t = 0.

En effet, d’aprés (12), on a dans un ouvert Ve X muni
d’un corepére distingué wy de S, (4(7)t)y = 1(n)ty — R(ay)tv;
wy étant un corepeére distingué, ty = u est constant et {(n)ty = 0.
Pour que 4(#)t = 0 il faut et suffit donc que % (ay)u = 0: or,
pour cela, il faut et suffit que av(z) € G c’est-a-dire que 7 soit
un a.t. c.q.f.d. Ceci montre en particulier qu’il y a identité
entre les 1sométries infinitésimales d’une structure riema-
nienne et les a.i. de la O(m)-structure qu’elle détermine.

Soit G le groupe des matrices A.g (A réel >0, geG) et
S la G-structure extension de S : un automorphisme (resp. a.i.)
de S peut é&tre appelé transformation conforme (resp. transfor-
mation infinitésimale conforme: t.i.c.) de S. En particulier,
une transformation conforme uw est une «homothétie» s’il
existe A e R tel que, pour tout corepére distingué wy de S,

1 . , A .
3 w*wy soit encore un corepere distingué de S. Pour que nsoit

une homothétie infinitésimale, c’est-a-dire que exp. (tv) soit
une homothétie quel que soit ¢, 1l faut que ay= kl + «,,
a,(z) € G. Cela suffit d’aprés (5) car alors

[lafa(x)]dz = kil + [0, [a(z)]dc =kt I+ By(z, 1) Bu(z, )G
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et exp. (ktl + Bu(z, t)) = e .exp P,(x, t) puisque ktl et
B.(z, t) commutent. On a donc

(exp (tn)*wy), = €. exp B,(z, t)(wy). ou exp Bu(z, t) e G
c’est-a-dire que e*.(exp (1;)*wy) est un corepére distingué et
1 une homothétie infinitésimale.

Les définitions données ici coincident encore avec les notions
usuelles dans le cas Riemannien.

Soit 8’ = S.l une G'-structure équivalente a S. Si wy est
un corepere distingué de S, wy = [71.wy est un corepére dis-
tingué de S'. Pour une t.i. vy on a

dMoy = 1.4y = M.ay.oy = . ay. L. oy.

Si ay e G (resp. G), I"1.ay.le G’ (resp. G') de sorte qu'il y a
identité entre les a.i. (resp. t.i.c.) des structures S et S': ce
sont les a.i. (resp. t.t.c.) de la C-structure déterminée par S
et S'. Il en est de méme pour les homothéties infinitésimales.

Si S’ est une extension de S tout a.i. (resp. t.i.c.) de S est
aussi un a.i. (resp. t.t.c.) de 8’ : la réciproque n’est évidemment
pas vraie en général et conduit au probléeme

P, : S étant subordonnée a S’, dans quelles conditions peut-on
affirmer qu’'un a.i. de S’ est aussi un a.t. de S?

Si pour le groupe G, les G-structures S admettent une
S-connexion canonique de forme =g (c’est-a-dire telle que
0.*rg = =g pour tout isomorphisme u. d’une G-structure S sur
la G-structure S’) un a.i. de S est une t.i. affine de =5 puisque
exp (tf)*ns = ws entraine Y(#)ms = 0. La réciproque, généra-
lement fausse méme lorsqu’il existe une S-connexion canonique,
pose le probléme

P,: v étant une S-connexion, quand une t.i. affine pour vy
est-elle une a.t. de S?

Ces deux problémes bien connus dans le cas du groupe
orthogonal et de certains de ses sous-groupes (cf. [23]) ont
été étudiés avec des hypothéses assez générales par R. Hermann
([16] et [17]) : nous allons pour terminer reprendre la méthode

d’Hermann et en déduire des résultats en général plus larges
que les siens.

C) Lemme d’Hermann. — Soient les sous-groupes Gc G’ ¢ L.
Supposons G réductif dans G’ et soit une décomposition en
somme direct G' =G o M, ol adj.(G)IMc M. Soient S une
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G-structure subordonnée a une G’-structure S’ et n un a.i.
de S'. wy étant un corepére distingué de S, sa dérivée de Lie
est {(n)wy = ay.wy. Décomposons ay suivant

ay = bU + Cu, bu(x) € g, Cu(x) € M.

ProrosiTion IV, 4, 2. — 10 Les ¢y définissent un tenseur C
de type adjoint — c’est-a-dire un champ d’endomorphismes de
Pespace tangent & X — dont la nullité est la condition nécessaire
et suffisante pour que v soit un a.i. de S; 2° st de plus n est une
t.i. affine d’'une S-connexion v, C est & dérivée covariante nulle
dans y.

Le changement de corepére distingué de S étant défini dans
UnV par wy=Myywy (Myv fonction sur HnV a valeurs
dans G), la fonction ay se transforme en

av = (ad Muv) ao + i(n) (Mor(Mor) ) (%)
d’ou, en prenant les parties a valeurs dans M des deux membres
Cy = (ad Muv) Cy

ce qui démontre le premier résultat.

Si v est une t.i. affine de la S-connexion y de forme =, en
prenant la partie dans M des deux membres de la relation (15)
il vient

[ry, cu] + dey = c’est-a-dire (VCy =20

ce qui établit le second résultat.
D) Sur le probléme P, nous allons établir

Tutortme IV, 4, 1 (3). — G étant un sous-groupe de O(m)
et S une G-structure presque intégrable sur X, il y a identité
entre les isométries infinitésimales de la structure riemannienne
définie par S et les a.i. de S dans les cas suivants :

10 X est compacte;

20 X n’admet pas de 2-forme a dérivée covariante nulle —
par exemple X est irréductible et n’admet pas de structure
kéiihlerienne;

32 X irréductible est kihlerienne a courbure de Ricc

différente de 0;

(33) i(n) ® désigne le produit intérieur de la forme @ par le champ de vecteurs 7.
(%) Le théoréme 5 de [17] donne seulement ce résultat si X est compacte, le deu-
xiéme nombre de Betti étant nul.
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40 X compléte admet, au moins en un point, une courbure
de Ricct non dégénérée.

G est réductif dans O(m) pourla décomposition O(m) =G+ M,
ot M est ortho-complément de G dans O(m) pour la métrique

définie sur O(m) par (j).(a7) = Za,z" S presque intégrable

admet une S-connexion y a torsion nulle qui induit donc une
connexion euclidienne a torsion nulle, ¢’est-a-dire la connexion
riemannienne. Une isométrie infinitésimale v étant un ¢.1. affine
pour la connexion riemannienne, c’est une t.i. affine pour vy et
on peut lui apphquer le lemme.

wy étant un corepeére dlstlngue de S sur Uc X, gardons les
notations du lemm. : il s’agit de montrer la nullité de C dans les
différentes hypotheéses. C tenseur de type adjoint a valeurs dans
M<c O(m) a des composantes C; antisymétriques et a,; = g, C*

sont les composantes d’une 2-forme « a dérivée covariante
nulle (puisque Vg = VC = 0). Ceci montre le théoréme dans
I’hypothése 20) (pour I’exemple voir A. Lichnérowicz [22],
p- 266). Dans les hypotheses 3° ou 4° toute 2-forme & dérivée
covariante nulle détermine un élément de l'algébre de Lie
du groupe d’holonomie homogéne (cf. A. Lichnérowicz [22]
p. 250 et [23] p. 104) donc Cu(x)co-,nmc_(}_ puisque, zy(x)
repére dual de (wy), est un repére distingué de S : et Cy(z) e G n M
entraine C = O.

Plagons-nous dans le cas compact et utilisons les notations
abrégées suivantes: w' composantes de wy, ® composantes
de wy = zy= (7 forme de connexion de Y) a} (resp. Ci) compo-
santes de ay (resp. Cy). = étant la connexion riemanienne, on a

(16) m+ =0

(17) do' + 7 A\ w* =0,
or, {(n)wy = ay.wy c’est-a-dire

(18) di(n)o' + i(n) do' = aiw’

mais i(n)w' = 7' sont les composantes de » dans la base zy(z)

t (17) donne
i(n) do' + (i(n)7h) . w* —=ink =0
(18) devient donc
(19) djw! = dn' 4 i — (i(n)=)e’ = (Vi —i(n)=))e’
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d’ou T'on déduit

(20) 4 = Upn' — i)

Tout d’abord le fait que v soit une isométrie infinitésimale
équivaut & ay € O(m) donc a aj + a} = 0. Comme (i(n)=}) € O(m)

on retrouve la condition nécessaire et suffisante pour que 7y
soit une isométrie infinitésimale :

(21) V' + Yyl = 0.

D’autre part, vy étant une S-connexion et wy un corepeére
distingué pour S, (i(n) i) € G. On déduit donc de (20) avec des
notations qui sont claires

(22) Cj = (af)w = (Vjn')w.

~ Soit le champ de vecteurs ¥ = C.r; de composantes dans
zy(x) & = Civ/; alors

VE = ci(Vir) puisque Vi =10
et d’apres (21)

VE = — %C}(vﬁ'}i) = _%CJ(CJ + (Vir)e)
soit, d’aprés 'orthogonalité de M et G
VE = —Y(r = — .
iJj

Si X est orientable et si v est I’élément de volume, il vient
0= [L(VE) = — [rev<0,

ce qui exige C* = 0 et C = 0. La proposition est alors démon-
trée. On se débarrasse de I’hypothése X orientable en passant
éventuellement au revétement orientable de X muni des
structures 1mages réciproques.

On aurait aussi pu déduire notre théoréme de I'étude du
groupe de Kostant engendré par v (cf. A. Lichnérowicz [23]).

E) Sur le probléme P,.
Tutortme 1V, 4, . — G étant réductif dans L,, soit X

munie d’une G-structures S et d’'une S-connexion y dont le groupe
d’holonomie est irréductible dans le complexe. Alors toute t.i.
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affine pour y est une homothétie infinitésimale de S. De plus
v, est un a.t. de S dans les cas suivants:

10 G est invariant par homothétie (G = G);

20 X est compacte, G unimodulaire et vy sans torsion (*).

Le champ de tenseurs C étant a dérivée covariante nulle,
Popérateur C, qu’il définit sur T, appartient au centralisateur
de . (groupe d’holonomie homogéne) dans I’algébre des endo-
morphismes de T, (cf. [22], § 54). Soient he, (h.C,= C,.h)
et veT, un vecteur propre de C, pour la valeur propre k
(réelle ou complexe), et E, 'espace des vecteurs propres
pour la valeur propre k. On a :

Coo = hy et C.(hv) = hC,v = hky = kho

c’est-a-dire que ¢ € E, entraine hv € E,; E, est invariant par
J. et, par suite de l'irréductibilité, E, = TS; C,v = ke quel
que soit v € TS et C, = k(z).I(z). C étant a dérivée covariante
nulle il vient k(xz) = k constante sur X et C=k.I. Alors
ay = by + k.1, bye G, c’est-a-dire que 70 est une homothétie
infinitésimale.

Si de plus G est invariant par homothétie (G = G)C = kI
entraine C e G c’est-a-dire C = 0 et » est un a.i. Si enfin G
est unimodulaire, by € G entraine tr by =0 et par conséquent
tray = tr Cy = mk. La nullité de la torsion de y entraine par
un calcul déja fait (formule (20))

a = Vit —i(n) 7

= étant une forme & valeurs dans G, trx = =« = 0 et il vient
tray = V' c’est-a-dire

(23) mhk = V.

X est orientable puisque G est unimodulaire; si donc elle
est compacte, v étant I’élément de volume, l'intégration de

(23) fournit
mkf){v:j;(vm")vz-—O
d'ou k = 0; puis C = 0 de sorte que 0 est un a.i., c.q.f.d.

(3%) Ce dernier cas de notre théoréme fait I'objet du théoréme IV de [17] dans des
hypothéses un peu différentes.
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